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Grundlagen der statistischen Deskription: Statistische Kennzahlen

Ein wesentliches Anliegen statistischer Auswertungen ist es, möglichst viel Information in möglichst knapper Form darzustellen. Sehr oft ist es nicht zielführend, Verteilungen graphisch darzustellen. Ungeübte sehen oft nicht rasch genug solchen Verteilungen das an, was sie sehen wollen. Meist haben wir zur graphischen Darstellungen von Verteilungen auch nicht genug Platz. Sehr oft ist es deshalb vorteilhaft, Verteilungen durch Kennzahlen zu charakterisieren. Eine besonders wichtige Kennzahl einer Verteilung ist der Mittelwert.

Der Mittelwert

Wenn wir, wie in unserem Beispiel aus Kap. 1, das Alter aller HörerInnen der Vorlesung (siehe oben: Abb. 1.2) kennen, dann ist eine der Möglichkeiten, ihre Verteilung zu beschreiben, der Mittelwert (oder arithmetisches Mittel), definiert als die Summe aller Werte gebrochen durch ihre Anzahl.

Beispiel: Das Alter der ersten Person wäre x; das der zweiten Person y und eine dritte hätte das Alter z, so wäre das arithmetische Mittel, symbolisiert durch 
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,  in diesem Fall:
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(n = Anzahl der Personen; hier: n =3)

Das Alphabet reicht in der Statistik in der Regel nicht aus, um allen Personen einen Buchstaben zuzuordnen. Daher gibt man den Messwerten einen Buchstaben (etwa: x) und nummeriert sie durch: x1 wäre dann das Alter der ersten Person, x2 wäre das Alter der zweiten Person und x3 das der Dritten. 
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Da es auch mühsam ist, die Messwerte aller untersuchten Personen einzeln aufzuschreiben, verwendet man in der Statistik ein Summenzeichen, das griechische Sigma:
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wobei  i = Indexbuchstabe;

            i = 1 unterhalb des Summenzeichens, n oberhalb des Summenzeichens
            heißt, zusammen mit dem Summenzeichen: 

            „für i, das von 1 bis n geht“ (ganzzahlige Werte gemeint)

Im obigen Beispiel (Abb. 1.2) wäre der Zahlenwert des arithmet. Mittels 
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= 21,5 (gerundet).

Was tun wir damit? Wozu können wir einen Mittelwert brauchen?

- Wenn das Einkommen etwas mit dem Alter zu tun hat, und wenn wir das durchschnittliche Einkommen in jeder Altersgruppe der Bevölkerung wissen, dann könnten wir uns daraus eine Schätzung des Einkommens unserer HörerInnen errechnen.

- Wir könnten uns auch mit Hilfe des Mittelwerts die von allen HörerInnen insgesamt gelebten Lebensjahre ausrechnen. Wir müssten dazu nur den Altersmittelwert mit der Anzahl aller HörerInnen  multiplizieren. 

Wenn wir für die HörerInnen altersgemäße Literatur produzieren wollten und davon ausgehen, dass die 20jährigen andere Literatur lesen wollen als die 25jährigen, und diese wieder andere als die 30jährigen, würde der Mittelwert allerdings als Information schon nicht mehr genügen. Ein solche Anwendung ist nicht so selten. 

Hätten wir statt des Alters zum Beispiel die Körpergröße gewählt, könnte ein Anwendungsbeispiel sein: Wenn ein Schneider ein Einheitsgewand herstellte (= abhängig von der Körpergröße eines Menschen), wie vielen Personen würde es passen, wenn wir deren mittlere Körpergröße wüssten? – Es würde sehr vielen Personen passen, wenn ihre Körpergröße im Durchschnitt in der Nähe des Mittelwertes liegt; es würde sehr wenigen Personen passen, wenn sie alle vom Mittelwert entfernt sind. Denn die die empirische Wirklichkeit abbildende Verteilung hätte auch so aussehen können:

Abbildung 3.1
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Wenn wir für Personen mit einer solchen Verteilung der Körpergröße eine Durchschnittsgröße anfertigten, dann würde sie Niemandem passen. Keiner hat den Mittelwert, trotzdem existiert er.

Je nachdem, wie die Verteilung aussieht, ist also der Mittelwert für unterschiedliche Fragestellungen äußerst unterschiedlich brauchbar.

Wenn wir eine Stichprobe oder eine Population (Grundgesamtheit) mit Hilfe eines Mittelwertes beschreiben wollen, steckt dahinter immer eine Art Prognose des Typs: „Wenn wir für eine zufällig aus der Grundgesamtheit herausgegriffene Person annehmen, dass sie den Mittelwert in dem uns interessierenden Merkmal hat, dann ist der durchschnittliche Fehler, den wir dabei machen, immer noch am kleinsten.“ Ziehen wir statt der Kenntnis einzelner Messwerte den Mittelwert heran, um eine Aussage zu treffen, ergibt sich die Frage, wie viele Fehler wir dabei machen. Wir können entweder viele oder wenige Fehler machen. Und um diese Fehleranzahl einzugrenzen, d. h. um zu wissen, wie groß diese  Fehleranzahl ist, wäre es sinnvoll, ein entsprechendes Maß dafür zu haben.

Streuungsmaße

Dazu gehören Maße, die darüber Auskunft geben, wie weit die Verteilung „auseinandergeht“, wieweit die einzelnen Messwerte streuen. Sie charakterisieren die Breite einer Verteilung.

Ein solches Maß ist die sogenannte Spannweite (Definition:   xmax – xmin). Sie gibt uns die Information darüber, wie alt z. B. die ältesten und wie jung die jüngsten der HörerInnen sind. Aufgrund ihrer eingeschränkten Aussagefähigkeit wird sie allerdings nicht allzu häufig verwendet. Wäre in unserer Altersverteilung z. B. auch ein siebzigjähriger Hörer vertreten wäre, dann ergäbe sich daraus eine hohe Spannweite, die jedoch nur auf die besonders hohe Ausprägung dieser einen Person zurückginge. Sie würde also die globale Beschreibung unserer Verteilung verzerren. Zur Veranschaulichung:

Abbildung 3.2
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Wir müssen also noch eine Möglichkeit finden, die Spannweite mit der Anzahl der untersuchten Personen zu gewichten, um sie brauchbarer zu machen.

Ein Maß, welches uns bei Beantwortung der Frage „Wie gut beschreibt der Mittelwert die Verteilung?“ hilft, muss verschiedene Aufgaben erfüllen:

1. Wir müssen mit seiner Hilfe das oben geschilderte Problem der Spannweite in den Griff bekommen. 

2. Es muss uns sagen, wie viele Personen sich um den Mittelwert gruppieren. Aber mit welcher Begründung legen wir ein bestimmtes Intervall um den Mittelwert herum fest?

Wir könnten die durchschnittliche Abweichung aller Messwerte vom Mittelwert berechnen. Bei der schlichten Berechnung der Summe aller Abweichungen vom Mittelwert, dividiert durch n, heben sich die negativen und positiven Abweichungen gegenseitig auf.
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Um diese gegenseitige Aufhebung der positiven und negativen Abweichungen aller Messwerte vom Mittelwert zu kompensieren, könnten wir 

1. die Absolutzahlen nehmen

   MA (Mittlere Abweichung) =
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diese mittlere Abweichung wird allerdings aus rechentechnischen Gründen selten verwendet: sie hat unangenehme Konsequenzen beim Integrieren, Differenzieren, Programmieren u. a. Verarbeitungstechniken.

2. Quadrieren
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diese Größe sx2 heißt Varianz. Sie ist als die Summe der quadrierten Abweichungen aller Einzelwerte von ihrem Mittelwert, dividiert durch deren Anzahl, definiert.  sx  heißt Standardabweichung, die als die Wurzel aus der Varianz definiert ist. Die Varianz ist also die quadrierte Standardabweichung. Manche Rechenvorgänge sind einfacher mit Hilfe der Standardabweichung, andere einfacher mit Hilfe der Varianz durchzuführen.

Als Faustregel kann gelten: Der Zahlenwert der mittleren Abweichung entspricht bei vielen Verteilungsformen ungefähr dem der Standardabweichung. Eine zwar ungenaue, dafür aber einfache Interpretation der Standardabweichung ist es deshalb, sie als jenen Wert zu betrachten, um den die Einzelwerte ungefähr im Durchschnitt vom Mittelwert abweichen.

Schiefe (Steilheit) und Exzess

Um einigermaßen brauchbare Aussagen über ein zahlenmäßig messbares Merkmal bei einer Gruppe von Personen aus einer Grundgesamtheit machen zu können, müssen wir 1. die Varianz, 2. den Mittelwert und 3. die Form der Verteilung der Messwerte kennen. Eines dieser Formcharakteristika liegt in den Symmetrieeigenschaften: Verteilungen können symmetrisch, linkssteil oder rechtssteil sein. Wir können eine Verteilung durch ihr einfaches Aufzeichnen beschreiben – dies ist aus verschiedenen Gründen unpraktisch (siehe oben) – oder indem wir die Charakteristika dieser Verteilung angeben.

Zur Schiefe einer Verteilung: Zwei Verteilungsformen, die unterschieden werden müssen, sind:

1. linkssteile (=rechtsschiefe) Verteilung:

Abbildung 3.3
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links vom Mittelwert liegt der häufigste Wert, rechts vom Mittelwert liegt ein großer Wertebereich; die Kurve flacht nach rechts hin ab.

2. rechtssteile (linksschiefe) Verteilung

Abbildung 3.4
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rechts vom Mittelwert liegt der häufigste Wert, links vom Mittelwert liegt ein großer Wertebereich; die Kurve steigt von links langsam an (flacht nach links hin ab).

Die Schiefe (die dritte Wurzel aus der dritten Potenz der Abweichungen aller Messwerte vom Mittelwert) und der Exzess (die vierte Wurzel aus der vierten Potenz dieser Abweichungen), sind weitere deskriptive Maße einer Verteilung. Sie gehören zu den sogenannten  zentralen Momenten (= Abweichungen vom Mittelwert und deren Potenzen) 

Schiefe:
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Exzess:

(Maß für die Steilheit einer Verteilung)
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Beim Messen und Darstellen bestimmter Verteilungen in einem Histogramm macht man eine zunächst mystisch anmutende Feststellung, nämlich: Sehr viele – aber nicht alle (!) – Verteilungen, die wir in der Wirklichkeit vorfinden, und die zum Beispiel dem untenstehenden Balkendiagramm (Abb. 3.5) entsprechen könnten, haben eine Form, die einigermaßen durch die durchgezogene Linie der untenstehenden Abbildung angenähert werden kann: 

Abbildung 3.5
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Warum dies so ist, wird uns weiter unten noch beschäftigen. Im Augenblick soll es genügen, festzuhalten, welche Vorteile es hat zu wissen, dass bestimmte Verteilungen immer wieder die gleiche Form haben: Wenn wir nämlich von vornherein wissen oder begründet vermuten können, dass gemessene Werte ungefähr die oben dargestellte Verteilung haben und wir außerdem die Varianz und den Mittelwert dieser Messwerte kennen, dann können wir mit diesen drei Informationen die Verteilung der Messwerte sehr gut beschreiben, ohne die tatsächliche empirische Verteilung zu kennen. Wie wissen ungefähr, wie viele gemessene Werte in einem angebbaren Intervall links und rechts von Mittelwert liegen. 

Anwendungsbereiche von Varianz und Standardabweichung

Die Varianz gibt an, wie gut der Mittelwert eine Grundgesamtheit/Stichprobe beschreibt. Er beschreibt sie gut, wenn die Varianz klein ist (= die Messwerte streuen nahe um den Mittelwert). Wenn die Varianz Null ist, heißt dies, dass alle Summanden Null sind: Die gesamte Information, die in der Verteilung enthalten ist, wird in diesem Fall durch den Mittelwert ausgedrückt. Sie sieht folgendermaßen aus:

Abbildung [image: image1.wmf]x
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Ein Schneider, der für eine Grundgesamtheit mit einem Mittelwert von 1,67 cm und einer Varianz von Null Kleider in der Größe des Mittelwerts fertigt, wird für keine einzige Person ein zu großes oder zu kleines Gewand auf Lager haben. Derselbe Schneider wird bei einer Grundgesamtheit mit demselben Mittelwert, aber einer sehr großen Varianz, für fast alle Personen entweder zu große oder zu kleine Kleider auf Lager haben. 

Die Varianz hat keine numerische Obergrenze. Eine große Varianz charakterisiert eine Verteilung mit dieser Form:

Abbildung 3.7



Im untenstehenden Extremfall haben wir es mit der größtmöglichen Varianz zu tun: alle Werte liegen weit links oder weit rechts vom Mittelwert 

Abbildung 3.8



Wenn die Anzahl der untersuchten Personen n=1 beträgt, kann die Varianz nur den Wert  
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  annehmen. In der empirischen Wirklichkeit werden wir eine solche Varianz außer im Fall n=1 kaum antreffen. Ist es doch der Fall, haben wir vermutlich einen logischen Fehler oder einen Rechenfehler gemacht. Dasselbe gilt für eine Varianz oder eine Standardabweichung mit negativem Vorzeichen. In Sonderfällen können Teile von Varianzen negative Vorzeichen haben (Interaktion bei der mehrfachen Varianzanalyse). Für Gesamtvarianzen oder Standardabweichungen deutet  ein negatives Vorzeichen aber immer auf einen Rechenfehler hin.

Für induktive Fragestellungen wird die Varianz sehr wichtig werden. Wenn wir z.B. die Mittelwerte zweier Verteilungen vergleichen, etwa zwischen dem Alter der HörerInnen in dieser Vorlesung (1. Verteilung) und demjenigen der HörerInnen in der Vorlesung im Saal nebenan (2. Verteilung), dann könnten diese Altersverteilungen bei gleichem Unterschied zwischen den Mittelwerten  trotzdem sehr stark überlappen, oder aber sehr weit auseinanderliegen. Das Ausmaß dieser  Überlappungen wird durch die beiden Varianzen dargestellt.

Bei großen Varianzen gibt es viele Personen, die sowohl zur ersten als auch zur zweiten Verteilung gehören könnten: die Verteilungen „überschneiden” sich, bei kleinen Varianzen gibt es wenige solche Fälle. In vielen Fällen ist es wichtig, entscheiden zu können, ob ein Unterschied zwischen zwei Mittelwerten darauf hindeutet, dass die beiden Mittelwerte aus unterschiedlichen Grundgesamtheiten stammen, bzw. ob er auf eine Gesetzmäßigkeit hindeutet, die diesen Unterschied hervorgebracht hat, oder nicht. Dazu brauchen wir die zu diesen Mittelwerten gehörenden Varianzen. Sie sagen uns, ob wir einen Unterschied zwischen zwei Mittelwerten „ernst zu nehmen” haben. Zu dieser vorläufigen Formulierung des „Ernst Nehmens” gehört auch die weiter unten noch zu behandelnde Frage, ob ein Mittelwertsunterschied als „zufällig” betrachtet werden kann. Der Begriff des „Zufalls” wird noch genauer untersucht werden.

In einer Verteilung erkennen wir die Varianz an der Breite und Flachheit der Verteilung; je breiter und je flacher die Kurve, desto größer ist die Varianz; graphisch ist sie in einer Verteilung aber nicht exakt darstellbar.  

Perzentile

Besonders wichtige deskriptive Maße sind die sogenannten Perzentile. Sie sind jene Werte, bei denen ein bestimmter Prozentsatz von Befragten erreicht ist. Dazu zählen u. a.: die sogen. Quartile, Terzile und der Median. Das Quartil ist jener Wert, bei dem wir 25 % der Fälle erreicht haben. Das untere Quar​til gibt an, bei welchem Wert von x die ersten 25 % der Fälle erreicht sind (die kleinsten,​ ärmsten, etc. 25% einer Stichprobe) Entsprechend würde das obere Quartil angeben, bei welchem Wert von x die größten, reichsten, etc. 25% der Personen einer Stichprobe be​ginnen. Quartile können z. B. verwendet werden, um die Personen mit den kleinsten Ein​kom​men (unteres Viertel) und den größten Einkommen (oberes Viertel) miteinander zu ver​gleichen

Lägen z. B. in der ersten Kategorie (= im ersten Balken des Histogramms) bereits 70% aller Einzelwerte, könnten wir mit Hilfe der Quartile über die Verteilung wenig aussa​gen. In so einem Fall müssten wir durch genauere Messung die erste Kategorie in mehrere Kategorien unterteilen, wodurch die Perzentile wieder an Aussagekraft gewinnen könnten.​

Median

Der Median oder mittlere Wert ist jener Wert, bei dem in einer Verteilung die 50%-Grenze (50 % der Werte liegen je rechts und links vom Median auf der x-Achse (Abb.3.15) erreicht wird.

Abbildung 3.15: Median

Mittelwert: 6,55; Median: 5,5 

(Die ersten 50% der Werte liegen in den Kategorien 1 bis 5; daher liegt der Median genau zwischen 5 und 6)

Liegen Median und Mittelwert auseinander, hat z. B., wie in Abbildung 3.15, der Median den Wert 5.5 und der Mittelwert den Wert 6,55, dann ist die Verteilung linkssteil bzw. rechtsschief, d. h. wir können an der Differenz zwischen Mittelwert und Median erkennen, dass es nach rechts hin viele Werte geben muss. Die Unterscheidung zw. Median und Mittelwert lässt also auf die Schiefe einer Verteilung schließen. Sind sie identisch, so bedeutet dies, dass die Verteilung symmetrisch ist.
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