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Die Normalverteilung

Es war einmal ein Herr Gauß, der sich u. a. dafür interessierte, ob es möglich ist, mit einem Fernrohr die Position eines Sterns exakt zu bestimmen. Ein Fernrohr besteht im Prinzip aus mindestens zwei ineinander verschiebbaren Röhren mit mindestens zwei Linsen. Ein in der Ferne liegender Stern bildet sich durch Lichtbrechungen im Fernrohr auf der dem Betrachter zugewandten Linse ab. Nun sind auch heute noch Fernrohre nicht so exakt gebaut, dass man sich darauf verlassen kann, dass der Stern auch wirklich genau dort ist, wo der Astronom ihn sieht. Diese Abweichung der Sternenposition von dem Ort, wo ihn der Astronom sieht, enthält zwei Fehlerquellen:

1.
Es gibt Unexaktheiten, die sich bei jeder Messung des Sternenposition immer wieder reproduzieren: Sie resultieren daraus, dass eine der Linsen etwas schief eingesetzt ist, eine Rohrführung schief positioniert ist, o.ä. Ein solches Fernrohr bildet den Stern aufgrund von fehlerhaften Brechungen immer auf einer anderen Position ab. Diesen Typus von Messfehler nennen wir den Bias (systematischen Messfehler, reproduzierbare Abweichung). 

2.
Der zweite Typus von Unexaktheiten resultiert daraus, dass die Führung der beiden Rohre nicht so exakt ist: einmal verschiebt sie sich nach links, einmal etwas nach rechts, ein anderes Mal etwas nach oben oder nach unten. Bei unterschiedlichen Messungen ergeben sich unterschiedliche Messresultate. Dies ist ein Messfehler, der sich aufgrund der Unexaktheit des Gerätes ergibt. Diesen Typus von Messfehler nennen wir Error (oder Zufallsfehler)
Die Messung eines Sterns, die Messung einer psychologischen Dimension, die Messung einer Einstellung – jede Messung ist fehlerbehaftet. Und jeder Messfehler besteht aus zwei Komponenten – einer systematischen und einer Zufallskomponente. Der Unterschied zwischen beiden Komponenten besteht darin, dass wir den systematischen Fehler, wenn wir ihn kennen, rechnerisch beheben können. 

Den Zufallsfehler erkennt man daran, dass sich die Sternenpositionen desselben Sterns scheinbar ändert (anders abbildet), wenn man den Messvorgang mehrmals wiederholt. Die Frage ist, ob wir auch den Zufallsfehler bei der Messung eines Sterns – so wie den systematischen Fehler – rechnerisch beheben können?

Wir könnten zunächst den empirischen Weg gehen und uns die empirische Verteilung dieser Sternenposition aufzeichnen und könnten bei oftmaligem Messen vielleicht eine empirische Verteilung der einzelnen Messungen vorfinden, die den Balken der Abbildung 3.5 in Abschnitt 3 ähnlich sieht:

Abbildung 6.6 
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Wie wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung für diese Vielzahl an Messungen sein? Warum werden in der Mitte der Verteilung sehr viele Messergebnisse liegen? 

Wir können davon ausgehen, dass die Prozesse, die dazu führen, dass das Fernrohr​ von seiner optimalen Exaktheit abweicht, nicht ein einziger Prozess, sondern viele kleine Prozesse sind: Es gibt viele Hebel, viele Achsen, viele Röhren, die irgendwie verschoben oder verwackelt sein können. Wir können das Problem deshalb modellhaft so betrachten, als ob jeder einzelne mögliche Beitrag zu einer fehlerhaften Fern​rohr​posi​​tion so etwas wie der Wurf einer Münze wäre. Die Prozesse, die die einzelnen Fehler verursachen, hängen ja in der Regel nicht voneinander ab (das eine Rädchen sagt nicht zum anderen: „Komm überspring auch Du genauso wie ich einen Zahn, sei solidarisch“).

Jeder Beitrag zum Messfehler durch das Fernrohr ist ein eigener, individueller, von den anderen unabhängiger Beitrag – wie bei den Münzen, bei denen die Wahrscheinlichkeit, dass eine Münze auf eine bestimmte Seite fällt, nicht davon abhängt, wie die anderen Münzen fallen (voneinander unabhängige Ereignisse). 

Wenn also die Störfaktoren (Beiträge) miteinander unkorreliert sind (miteinander nichts zu tun haben, voneinander unabhängig sind) und es viele davon gibt, dann haben wir ein Phänomen vor uns, das nach der gleichen Entwicklungsgesetzlichkeit abläuft, wie die Binomialverteilung. Es ist wahrscheinlicher, dass von n Einflüssen (Störfaktoren), k in die selbe Richtung wirksam sind, wenn k ungefähr in der Mitte von n liegt.

Wir können uns das so vorstellen, dass ein Lichtstrahl, bis er das Auge des Astrologen erreicht, eine Reihe von Stationen durchläuft. Jede Station des Lichtstrahls ist eine mögliche Fehlerquelle (Störfaktor). Und bei jeder Station wird der Lichtstrahl entweder abgelenkt (nach links oder rechts) oder nicht: Wenn die Fehlerquelle aktiv ist, wird der Lichtstrahl abgelenkt, ist sie nicht aktiv, wird er nicht abgelenkt. 

Wenn es sich um voneinander unabhängige Störfaktoren handelt, dann ist das wahrscheinlichste Ergebnis jenes, bei dem sich die einzelnen Störfaktoren weitgehend kompensieren. Es kann natürlich sein, dass zufällig beim 95. Versuch der Teufel nicht schläft und alle Fehlerquellen in die gleiche Richtung gehen (analog den Tagen, an denen alles schief geht). Aber in der Regel ist das Wahrscheinlichste, dass die einzelnen Faktoren, die in die eine Richtung ablenken und diejenigen, die in die andere Richtung ablenken, einander ungefähr die Waage halten werden. Warum? – Weil die meisten möglichen Realisierungen dafür vorhanden sind, dass die Einflussfaktoren zum Teil in die eine Richtung und zum Teil in die andere Richtung ablenken. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Störmöglichkeiten k Störungen auftreten, gibt die Binomialverteilungsformel wieder. Es handelt sich hier also um dasselbe Problem wie beim Münzwurf. Was möglicherweise einen anderen Wert hat, ist die Einzelwahrscheinlichkeit p jeder Störmöglichkeit. Aber diese ist ja nicht so relevant (s. o.).

Ein Unterschied besteht allerdings schon; nämlich, je komplexer das Ereignis ist, das wir betrachten (ein Ereignis, das Fehler produziert), desto größer wird n (die Anzahl der Störmöglichkeiten). In der Regel kennen wir dieses n überhaupt nicht; wir wissen in der empirischen Realität oft gar nicht, wie viele Störmöglichkeiten es überhaupt gibt.

Wir werden uns also fragen müssen, wie groß die Wahrscheinlichkeit von k Störungen, Ereignissen, Münzwürfen – was immer es gerade ist – bei einem sehr großen n ist. Und die Leistung des Herrn Gauß besteht darin, ermittelt zu haben, wie die Wahrscheinlichkeit von k Ereignissen bei n Möglichkeiten ist, wenn n sehr groß wird; allerdings muss das Produkt n . p ein endlicher Wert bleiben. Dies hat Gauß zu einer statistischen Beschreibung der normalen Verteilung natürlicher Messfehler geführt, die lautet: Die normale Verteilung natürlicher Messfehler, abgekürzt: Normalverteilung, ist eine Binomialverteilung mit großem n und endlichem Mittelwert np. Es lässt sich zeigen, dass für große n die Formel, nach der sich die Wahrscheinlichkeit für k „Treffer” nach der Binomialverteilung errechnet, in folgende Formel übergeht, nach der sich die Wahrscheinlichkeit für x Messfehler errechnet:
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Graphisch dargestellt, entspricht diese Verteilung der durchgezogenen Linie des untenstehenden Diagramms (vgl. Abb. 3.5)

Abb. 6.6: Normalverteilung
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Aber wahrscheinlich noch sehr viel wichtiger als diese technische Beschreibung der Normalverteilung ist die inhaltliche Beschreibung, die auf die Frage Antwort gibt, was alles in der Realität überhaupt normalverteilt sein kann. 

Es gibt sehr viele Messgrößen, die nicht normalverteilt sind. Welche Ereignisse in der sozialen Wirklichkeit sind normalverteilt bzw. verhalten sich so wie die Messfehler beim Fernrohr, die aus einer sehr großen Anzahl von Fehlermöglichkeiten „ausgewählt“ werden?

Die Körpergröße entwickelt sich häufig nach demselben Modell wie die Messfehler beim Fernrohr. Sie ist das Resultat einer sehr großen Zahl von einzelnen Einflüssen. Nach Meinung Mancher hängt sie mit dem Mond zusammen, andere sprechen vom Einfluss der Ernährung oder der Gene, der Sonnentage etc. Diese einzelnen Ereignisse sind im Großen und Ganzen voneinander stochastisch unabhängig. Bei der Köpergröße stimmt dies nicht völlig. Die Menschen am Erdball unterliegen nicht alle derselben Gruppe von Einflüssen, aber man kann für einzelne Bevölkerungen und geographische Regionen vereinfachend sagen, dass die Körpergröße ungefähr normalverteilt ist.

Messgrößen, die in ihrer Entstehung so zustande kommen, dass sie eine Reihe von Stadien durchlaufen, wobei es zu je Stadium voneinander unabhängigen Einflüssen kommt, werden in der Regel normalverteilt sein.

Die Entstehungsbedingungen für die Körpergröße der Menschen sind also hinreichend ähnlich den Bedingungen, nach denen normalverteilte Zufallsvariable entstehen, weil es in der Genese der Variable Körpergröße eine Vielzahl von Einflussfaktoren gibt, die sich – wahrscheinlichkeitstheoretisch gesprochen – so ähnlich wie das Münzwurfproblem verhalten. Es ist relativ unwahrscheinlich, dass zufällig sämtliche Einflussfaktoren der Körpergröße, denen ein Mensch unterliegt, in die Richtung gehen, dass er groß wird oder dass sämtliche Einflussfaktoren in die Richtung gehen, dass er klein wird. Wahrscheinlicher ist es, dass manche der Einflussfaktoren in Richtung auf „groß“ und die anderen in Richtung auf „klein“ wirksam werden. Da, wo aber die Körpergröße als Summe aller dieser Einflussfaktoren sichtbar wird, ist das Modell, nach dem die Körpergröße entsteht, sehr ähnlich wie dasjenige, nach dem die Summe von „Einsern“ bei einem Wurf von Münzen entsteht. 

Wir können uns dies so denken: Die erste Münze ist die Körpergröße des Vaters, die Zweite ist die Körpergröße der Mutter, die Dritte ist das Klima, die vierte Münze ist die Ernährung, die fünfte Münze ist die geographische Region etc. Wenn alle diese Faktoren wachstumsfördernd wirken, entspricht dies dem Ereignis, dass die erste Münze auf „Eins“ fällt, die zweite Münze auf „Eins“ fällt, die dritte Münze auf „Eins“ fällt usw. bis zur n-ten Münzen – alle weisen die „Eins“ auf. Dass alle diese Einflussfaktoren in die Gegenrichtung wirken, dass also ein Mensch klein wird, entspricht dem Ereignis, dass die erste Münze auf keinen Einser („Nicht-Einser“) fällt, ebenso die Zweite usw. bis zur n-ten Münze. Dass ungefähr die Hälfte der Faktoren wachtumsfördernd wirksam werden, die andere Hälfte in Richtung auf eine kleine Körpergröße, entspricht dem Ereignis: eine Hälfte der Münzen fällt auf den Einser; die andere Hälfte der Münzen fallen auf die „Nicht-Einser“. Dabei spielt es für die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von k Einflüssen keine Rolle, welche Münzen auf den Einser fallen, solange es nur k=n/2 Münzen sind.

Es gibt eine Reihe von Prozessen in der sozialen Welt, die ungefähr nach dem Modell des Münzwurfs funktionieren. Aber nicht alle. Die Einflussfaktoren müssen einigermaßen gleichwertig sein. Ein Maß der Gleichwertigkeit ist die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der einzelnen Faktoren. Im Münzexperiment hat die Wahrscheinlichkeit für jede einzelne Münze auf „Eins“ zu fallen den Wert 0,5. In der Wirklichkeit (etwa bei der Körpergröße) ist dies nicht so; es gibt sehr viele Einflussfaktoren; die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Ereignisses/Einflussfaktors ist nicht 0,5, sondern etwas anderes. Die Formel dafür aufzuschreiben, wäre viel komplizierter. An der Binomialverteilungsformel haben wir aber gezeigt, dass das interessante und wichtige Element der Verteilung der erste, kombinatorische Ausdruck der Binomialverteilungsformel war. Je größer das n wird, desto dramatischer steigt die Anzahl der Möglichkeiten an, einen Wert in der Nähe des Erwartungs- oder Mittelwertes zu erhalten. Schon bei einem n von 5 und einem k von 2 ergab sich eine Verteilung, die eine gewisse Ähnlichkeit mit der Normalverteilung aufwies.

Andere Beispiele für normalverteilte Messgrößen

Intelligenz – als die Summe von vielen Einzelleistungen in voneinander einigermaßen unabhängigen Intelligenztests, die gerade auf ihre Unabhängigkeit hin konstruiert wurden – ist normalverteilt, bzw. genaugenommen, die Messergebnisse auf Intelligenztests sind normalverteilt. Ob die Intelligenz selbst normalverteilt ist, ist eine sehr viel kompliziertere Frage.

Die entscheidende Frage in bezug auf die Normalverteilung ist: Von welchem Typus von Variablen können wir annehmen, dass sie normalverteilt sind? Dies ist wichtig, weil die Qualität der statistischen Auswertung u. a. mit der richtigen Einschätzung der Verteilung von Variablen steht und fällt. Betrachten wir eine Variable als normalverteilt, ohne dass sie dies ist, dann kommen wir zu falschen Schlüssen. Von welchem Typus von Variablen können wir nun annehmen, dass er normalverteilt ist? 

- Variablen, die auf eine ganz bestimmte Art und Weise konstruiert sind, sind „Kandidaten“​ für die Normalverteilung. Zu diesem Konstruktionsprinzip gehört, dass diese Messgrößen​

1.
aus einer Summe vieler Einzelgrößen zusammengesetzt sind, wobei

2.
diese Einzelgrößen voneinander stochastisch unabhängig (unkorreliert) sind und

3.
keine von ihnen in ihrem Einfluss überwiegt.

ad 3) Wenn wir z. B. einem Subtest in einem Intelligenztest einen Punktwert von 1000 zuordnen und jedem weiteren Subtest einen Punktwert von 1, überwiegt ein Subtest. In diesem Fall wird die Verteilung der gemessenen Intelligenz v. a. eine Verteilung jenes Subtests sein, der den höchsten Punktwert von 1000 hat, mit einigen Fehlern. Oder wenn eine Intelligenzmessung so konzipiert wäre, dass nach dem ersten Intelligenztest ein Prüfer alle nachfolgenden Tests nur dann als gut interpretiert, wenn der erste Test gut war und alle nachfolgenden als schlecht, wenn der erste Test schlecht war (was auch schon vorgekommen sein soll), dann ist dies äquivalent mit einem überwiegenden Einflussfaktor.

Wenn die Körpergröße vor allem von der Ernährung abhinge und von allen übrigen Einflussgrößen nur wenig, dann wäre die Verteilung der Körpergrößen im wesentlichen eine Verteilung der Ernährungsgewohnheiten.

Bei allen bisher genannten Beispielen sind die zweite und die dritte Bedingung nur sehr unvollständig gegeben (oft sind Einzeleinflüsse z.T. voneinander abhängig, oft gibt es überwiegende Einzeleinflüsse). Aber auch wenn alle Einflussgrößen wenigstens einigermaßen gleich viel bewirken, dann ist schon eine brauchbare Annäherung an die daraus resultierende Verteilung durch die Normalverteilung gegeben.

Genau genommen besteht zwischen der 2. und 3. Bedingung für eine Normalverteilung kein wesentlicher Unterschied. Sie sind im Grunde Formulierungen desselben Sachverhalts. Wenn sich die Störfaktoren beim Fernrohr untereinander absprechen würden, wäre dies äquivalent mit einem großen Einfluss. Das Gesamtergebnis wäre eine Verteilung von Störfaktoren, die diese Absprachen mehr erkennen lässt als das Zufallsprinzip.

Sind Schulnoten normalverteilt? Obgleich sie als Summe von lauter Einzelleistungen von Schülern, also Einzeleinflüssen, gesehen werden können, sind sie empirisch nicht sehr normalverteilt. Woran liegt das?

1. die Schulpolitik hat einen Einfluss; 2. soll es Fächer geben, wo man grundsätzlich keinen 5er gibt etc. Es gibt also Prozesse, die bewirken, dass Schulnoten nicht besonders exakt normalverteilt sind. Anders ist es mit Notendurchschnitten. 

Der Prototyp einer normalverteilten Variable ist der Mittelwert einer anhand einer Stichprobe gemessenen Größe: Die Summe aller Messwerte, gebrochen durch ihre Anzahl. Hier haben wir unsere unabhängigen Einflüsse. Die einzelnen Elemente einer Stichprobe sind unabhängige Einflüsse. Dies sogar auch dann, wenn die von uns gemessenen Variablen überhaupt nicht normalverteilt sind; ihre Stichprobenmittelwerte sind es zumeist trotzdem. Das ist für uns besonders wichtig. Zunächst macht der Gedanke, dass es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung für einen Mittelwert gibt, oft Schwierigkeiten. Ist nicht ein Mittelwert ein fester Parameter, der aufgrund einer bereits bestehenden Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet wird? Müssen wir nicht vom „Mittelwert einer Wahrscheinlichkeitsverteilung“ sprechen, anstatt von der „Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Mittelwertes“? 

Dieser Gedanke wird uns noch öfter beschäftigen müssen. Wenn wir ein beliebiges Experiment – etwa die Anzahl der „1er“ beim Münzwurf mit 5 Münzen – betrachten, dann hat dieses Experiment eine zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung und einen Mittelwert von 2.5. Dieser Mittelwert selbst kann aber seinerseits eine Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. Und diese Wahrscheinlichkeitsverteilung des Mittelwertes ist nun etwas ganz anderes als die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ergebnisses beim Wurf mit 5 Münzen. Sie ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mittelwerte, die zustande kommen können, wenn wir das Experiment oft wiederholen. Am deutlichsten wird dieser Unterschied im Wertebereich der möglichen Ergebnisse sichtbar: Die möglichen Ergebnisse bei der Anzahl der „1er“ beim Münzwurf mit 5 Münzen sind die Zahlen 0,1,2,3,4,5, mit den dazu gehörenden Wahrscheinlichkeiten. Die möglichen Ergebnisse der Mittelwerte zu dem obigen Experiment sind alle Zahlen zwischen 0 und 5: also auch alle Zahlen „zwischen“ den ganzen Zahlen. Und wie wir uns weiter unten noch überlegen werden, muss vor allem die Varianz des zweiten Typs von Experiment, also die Varianz des Mittelwertes, sehr viel kleiner sein als die Varianz des ersten Experimentes. 

Aber zurück zur Normalverteilung: Die Normalverteilung ist eine Verteilung eines ganz bestimmten Typs von Variablen: einer Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable ist etwas, von dem wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmen können; von dem wir uns ausrechnen können, wie wahrscheinlich es ist, dass sie bestimmte Werte oder Wertebereiche annimmt. Man braucht sie also nicht mehr zu erzeugen und ihre Realisierungen festhalten: Das Mittel, um sie sich auszurechnen, ist zunächst die Binomialverteilung, und die Annäherung bei großem n die Normalverteilung.

Die Normalverteilung kommt also dann zustande, wenn wir Zufallsvariablen auf eine ganz bestimmte Art und Weise konstruieren, bzw. Zufallsvariablen betrachten, die auf eine ganz bestimmte Art und Weise zustande gekommen sind: so nämlich, wie das im Modell der Binomialverteilung beschrieben worden ist. 

Zufallsvariablen sind Variablen, die aus einer Reihe von nicht vorhersehbaren, „zufälligen“ Einflüssen resultieren. Der Ausdruck Zufallsvariable kann manchmal irreführend sein Denn nicht jede Zufallsvariable ist etwas ausschließlich Zufälliges. Die Körpergröße (normalverteilte Zufallsvariable) z. B. ist absolut nicht zufällig. Aber Zufallsvariablen entstehen nach Prinzipien, die man durch Zufallsprozesse mit hinreichender Genauigkeit modellhaft formulieren kann. Die Normalverteilung ist eine theoretische Verteilung. Sie ist eine theoretische Verteilung, weil sie eine Verteilung von Zufallsvariablen ist, die durch ihr Entstehungsprinzip definiert sind, nicht notwendigerweise durch einen Messvorgang.

Wenn wir sagen, dass die Körpergröße von Personen eines Kollektivs eine Normalverteilung hat, dann ist dies eigentlich eine schlampige Sprechweise. Wir müssten sagen, dass sie durch eine Normalverteilung mit für viele Fragestellungen ausreichender Genauigkeit angenähert werden kann. Dies bedeutet, dass wir eine empirische Verteilung (Körpergröße von Personen) mit einer theoretischen Verteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung) vergleichen. 

Die standardisierte Normalverteilung

Die im Abschnitt 3 ausgeführten Überlegungen zur Standardisierung von Variablen (Zur Erinnerung: lineare Transformation von Variablen dadurch, dass der Mittelwert abgezogen wird und durch die Standardabweichung dividiert wird) gewinnen anlässlich der Normalverteilung besondere Bedeutung. Da für die Normalverteilung errechenbar ist, wie viele Werte in welchen Intervallen rund um den Mittelwert anzutreffen sind, ist es äußerst nützlich, Variable, die normalverteilt sind, zu standardisieren: Eine solche Standardisierung normalverteilter Variablen hat Anwendungen im Bereich des Schlusses von Stichproben auf Grundgesamtheiten, im Bereich des Testens von Hypothesen, u.a. 

Technisch gesprochen:

Hat eine normalverteilte Variable 
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 den Mittelwert 
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und die Standardabweichung  sx, 

dann hat eine lineare Transformation  
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den Mittelwert 0 und die Standardabweichung 1.

Haben wir daher einen empirischen Wert einer Variablen ermittelt, von dem wir annehmen können, dass er eine Realisierung eines Experimentes ist, dessen Ausgang von den Wahrscheinlichkeiten einer Normalverteilung bestimmt ist, dann können wir durch Subtraktion des Erwartungswertes und Division durch die Standardabweichung (oder eine Schätzung für diese) ermitteln, wie die Wahrscheinlichkeit für unseren empirisch ermittelten Wert war.

Konfidenzintervalle

Wenn wir die Information haben, welche Art der Verteilung eine Variable hat, wenn wir ferner über die Parameter dieser Verteilung Bescheid wissen, dann können wir uns ausrechnen, wie viele Werte der Verteilung in einem gegebenen Intervall um den Mittelwert herum liegen. 

Eine Anwendung dieses Gedankens besteht darin, danach zu fragen, wo die Werte in einer Grundgesamtheit wahrscheinlich sind, und dafür eine Stichprobe zu verwenden. Eine andere, sehr wichtige Anwendung besteht in der Frage, in welchem Intervall um den Mittelwert einer Stichprobe wohl der Mittelwert der Grundgesamtheit liegen dürfte. Diese Frage ist zwar leider nicht beantwortbar, da wir den Mittelwert der Grundgesamtheit eben nicht kennen. Sie ist aber vernünftig annäherbar durch eine andere Frage: 

In welchem Intervall rund um den Mittelwert einer Stichprobe haben wir die Mittelwerte aller denkbaren anderen Stichproben der Größe n zu erwarten?

Aus der Dichtefunktion der Normalverteilung können wir die Intervalle errechnen, in denen die einzelnen Werte einer Stichprobe rund um den Mittelwert liegen. Wenn wir uns z.B. dafür interessieren, wie groß das Intervall um den Mittelwert ist, in dem 95% der Realisierungen einer Stichprobe liegen, dann wissen wir, dass dieses Intervall die Größe 
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Nun haben wir es aber nicht mit der Frage zu tun, in welchem Intervall die einzelnen Realisierungen einer Stichprobe liegen, sondern damit, in welchem Intervall jene Mittelwerte liegen, die aus Stichproben der Größe n errechnet worden sein könnten. 

Es ist einleuchtend und lässt sich auch verhältnismäßig leicht zeigen, dass die vernünftigste Schätzung für den Erwartungswert aller Mittelwerte von Stichproben der Größe n der Mittelwert 
[image: image9.wmf]x

 jener Stichprobe ist, die wir tatsächlich gezogen haben.

Wir müssen jetzt nur noch herausfinden, wie groß die Varianz, bzw. die Standardabweichung aller Mittelwerte von Stichproben der Größe n ist. 

Als Schätzung dafür ermitteln wir die Varianz des Mittelwertes unserer Stichprobe der Größe n. Diese Varianz stellt sich als die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen heraus. 
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Nun wissen wir, dass die Multiplikation einer Zufallsvariablen mit einer Konstanten dazu führt, dass die Varianz mit dem Quadrat dieser Konstanten zu multiplizieren ist. In unserem Falle heißt die Konstante 
[image: image11.wmf].

1

n

 Es ist daher


[image: image12.wmf]2

........

2

2

3

2

1

1

n

x

x

x

x

x

s

n

s

+

+

+

=


Dabei ist also, wie gesagt, die Varianz 
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 nicht die Varianz unserer Stichprobe, sondern die Varianz der Mittelwerte, die zustande käme, wenn ich viele Stichproben der Größe n aus der selben Grundgesamtheit zöge. Die Varianzen 
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 sind die Varianzen der jeweils ersten, zweiten, .... n-ten Ziehung. Also, am Beispiel 
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, die Varianz, die zustande käme, wenn ich die Summe der Abweichungsquadrate der ersten Ziehung der ersten Stichprobe, die erste Ziehung der zweiten Stichproben, u.s.w., bis zur ersten Ziehung der n-ten Stichprobe von dem Mittelwert dieser jeweils ersten Ziehungen berechnen und durch deren Anzahl dividieren würde. 

Nun wissen wir aus dem Abschnitt über Kovarianz und Korrelation in Kapitel 3, dass die Varianz einer Summe von Zufallsvariablen, und darum handelt es sich hier, die Summe der Varianzen ist, sofern diese Zufallsvariablen voneinander unabhängig sind. (D.h., dass alle Kovarianzen 0 sind). Diese Unabhängigkeit der einzelnen Ziehungen ist aber gerade die Voraussetzung bei jeder Stichprobe.

Wenn wir nun noch als Schätzung für 
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jeweils 
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einsetzen, dann erhalten wir, da alle Kovarianzen 0 sind, 
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beziehungsweise, 
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Da wir von der Normalverteilung schon von früher wissen, dass z.B. im Bereich 
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 95% aller zu erwartenden Fälle liegen, können wir diese Erkenntnis auch auf die Mittelwerte aller denkbaren Stichproben der Größe n anwenden und sagen: Der Bereich, in dem wir 95% aller denkbaren Mittelwerte von Stichproben der Größe n erwarten können, ist gegeben durch 
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 das ist also 
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Dieses Intervall 
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 trägt auch die Bezeichnung „Konfidenzintervall“. k ist da-

bei eine Konstante, die danach gewählt wird, wie viele Werte aller denkbaren Stichprobenmittelwerte in dem gesuchten Intervall liegen sollen. Für k=1.96 sind es, wie oben gesagt, 95%. Für k=2.58 sind es 99%. 

Das Konfidenzintervall für den Mittelwert der Grundgesamtheit ist also gleichbedeutend mit einem Konfidenzintervall für die Mittelwerte aller denkbaren Stichproben mit der Größe n. Die obenstehende Beziehung lässt erkennen, dass das Konfidenzintervall immer kleiner wird, je größer die Stichprobe wird. Das ist einleuchtend: aufgrund einer großen Stichprobe lässt sich ein Mittelwert einer Grundgesamtheit genauer schätzen als aufgrund einer kleinen Stichprobe. Und eine Schätzung ist umso weniger zuverlässig, je kleiner eine Stichprobe ist.

Wozu brauchen wir Konfidenzintervalle in der Praxis?

Die Konfidenzintervalle sind, wie so vieles in der Statistik, in der Industrie entwickelt worden. Betrachten wir z.B. eine Produktion von Schnüren. Wir wollen die Reißfestigkeit dieser Schnüre feststellen. Wir wollen, dass 95% aller Schnüre in einem bestimmten Intervall von Reißfestigkeit liegen. Um die Reißfestigkeit festzustellen, können wir diese Schnüre nur zerreißen. Sind die Schnüre allerdings einmal zerrissen, kann man sie nicht mehr verkaufen. Das Prüfen der Reißfestigkeit ist mit Kosten verbunden, die man feststellen kann.

Nun gibt es zwei Möglichkeiten: entweder wir sparen bei der Prüfung und prüfen nur wenige Schnüre, und nehmen damit aber in Kauf, dass ein großer Teil der Produktion schlecht ist. Oder wir zerreißen alle Schnüre, und wissen damit verlässlich, ob alle diese Schnüre die geforderte Reißfestigkeit gehabt haben. Leider können wir dann aber keine Schnüre mehr verkaufen. Nun gilt es, die billigste Variante zwischen diesen beiden Dilemmata zu finden. Dies können wir aufgrund der Beziehung zwischen Stichprobengröße und zu erwartendem Ausschuss tun. Wenn wir den zu erwartenden Ausschuss bewerten können (ermitteln, was er uns kostet), und auch wissen, wie viel uns zerrissene Schnüre kosten, dann können wir berechnen, mit welcher Stichprobengröße wir am kostengünstigsten durchkommen. Dieses Kalkül wird offenbar anders ausfallen, je nachdem ob es sich um Gardinenschnüre handelt oder um Reißleinen für Fallschirme.

In der Produktion von sozialwissenschaftlichem Wissen ist es schon nicht mehr so ganz einfach. Denn es ist nicht so ganz einfach zu ermitteln, was es kostet, wenn Sie die Durchschnittsgröße der Österreicher falsch schätzen. Wenn Sie als Soziologe eine Hypothese aufstellen, bei der Sie eine Schätzung abgeben, und das Ergebnis stellt sich als falsch heraus, dann ist es schwer, die Kosten davon zu berechnen. In der Marktforschung geht das noch eher. Daher kann man sich ausrechnen, wie groß die gewählte Stichprobe sein muss, um den Mittelwert, den man schätzen will, in einem noch vertretbaren Intervall zu schätzen. Je genauer man schätzen will, desto größer muss die Stichprobe angelegt sein. 

Ein weiterer Anwendungsbereich sind Mikrozensusberechnungen. Bei den Erhebungen des Statistischen Zentralamts stehen beim Ergebnis oft Angaben wie: +/- 4 %, +/- 9%, +/-3% , o.Ä. Irgendwo in den Anmerkungen steht dann, dass die Intervalle Konfidenzintervalle sind, auf dem 96, 91, 97 %-Niveau. D.h. es gibt zu jeder Schätzung, die auf einer Hochrechnung aufgrund einer Stichprobe basiert, die Angabe, innerhalb von welchem Intervall wahrscheinlich 95%, 97%, o.Ä., aller Fälle in der Grundgesamtheit liegen werden. 

Warum ist das wichtig?

Wenn Sie im Mikrozensus lesen, dass etwa in einem bestimmten Bereich Ausländer ein Durchschnittseinkommen von 900 €, Österreicher aber eines von 1100 € hätten, dann ist es wichtig, wenn dabei steht: +/- 10%. Dann bedeutet das nämlich, dass das Durchschnittseinkommen der Ausländer in der Grundgesamtheit auch 810 € oder auch 990 € betragen könnte. Jenes der Österreicher könnte statt 1100 € auch 990 € oder 1210 € ausmachen. Es könnte also in diesem fiktiven Beispiel in der Grundgesamtheit mit akzeptabler Wahrscheinlichkeit auch sein, dass das Einkommen von Ausländern und Österreichern mit 990 € genau gleich ist. In anderen Worten: Erst mit Hilfe des Konfidenzintervalls können wir Unterschiede, die aufgrund von Stichprobenerhebungen ausgewiesen werden, interpretieren.
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