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Die Funktion von Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die statistische Induktion

Zur Erinnerung: Wir haben zu Beginn auf zwei wichtige Anwendungsbereiche der Statistik hingewiesen: Einen deskriptiven und einen induktiven. Der induktive ist jener, bei dem wir versuchen, aus Verteilungen von Messwerten Schlüsse zu ziehen, etwa „Wenn der Meteorologe sagt, es regnet, dann regnet es auch wirklich“. Die Qualität der Vorhersage zu beurteilen, heißt nichts anderes, als einen induktiven Schluss zu ziehen: Können wir sagen, dass es immer regnet, wenn der Meteorologe dies sagt; oder – in bezug auf ein früheres Beispiel in diesem Text: Können wir sagen, dass die Männer älter als die Frauen sind. 

D. h. die Statistik versetzt uns also u. a. in die Lage, einen bestimmten Typus sozialwissenschaftlicher Hypothesen zu testen. Dieser Typus ist dadurch charakterisiert, dass er eine Wenn-Dann-Aussage enthält: Immer wenn eine Bedingung A gegeben ist, dann tritt auch eine Konsequenz B ein. 

Natürlich tritt in Wirklichkeit fast nie immer dann, wenn eine Bedingung eingetreten ist, auch die zugehörige Konsequenz ein, sondern manchmal tritt sie ein und manchmal nicht. (Würde sie in der Realität immer eintreffen, wäre die Statistik unnötig). Die Statistik brauchen wir, um die Unschärfe von hypothetischen Aussagen: „Immer wenn A, dann B“, messbar zu machen. Wie richtig ist die Behauptung, dass immer wenn A eintritt, auch B eintritt? 

Wir können die induktive Aussage „immer wenn A, dann B“ quantifizieren, indem wir zählen, wie oft dieses „Wenn A, dann B“ in einer Stichprobe eingetreten ist: Wir zählen wie viele Fälle waren dieser „Regel“ entsprechen und wie viele Fälle die „Ausnahme“ waren. Wenn in einer Stichprobe nur die Bestätigungen unserer Hypothese (der „Regelfälle“) auftreten und keine „Ausnahmen“, werden wir versucht sein zu sagen, dass die „Regel“ wahrscheinlich stimmt. 

Wir haben als Prototyp des Darstellens einer Hypothese immer wieder die Vierfeldertafel gewählt:
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Die Ereignisse A, n.A, B, n.B treffen empirisch mit irgendwelchen Häufigkeiten ein. Wir haben sie e, f, g und h getauft (die sogen. Randsummen). Ihre gemeinsame Verteilung sind die Zellen a,b,c,d in der Tabelle.

Natürlich wird uns ein Untersuchungsergebnis im Sinne unserer induktiven Aussage äußerst befriedigen, falls wir feststellen sollten, dass immer dann, wenn B eingetroffen ist, auch A eingetroffen ist, d. h. dass das Feld a eine Zahl enthält, die, wie in Abb. 7.2, Fall denselben Wert hätte wie e bzw. g und dass immer wenn B nicht eingetroffen ist, auch A nicht eingetroffen ist, d. h. in Zelle d steht eine Zahl, die denselben Wert hätte wie  f  bzw. h.

Abbildung 7.2: Der Prototyp einer Tabelle, die eine Regel bestätigt:
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Wir können also mit Hilfe einer Vierfeldertafel beschreiben, wie viele Fälle unsere These bestätigen. In diesem Fall tun dies alle vorhandenen Fälle.

Wir könnten aber auch nur Ausnahmen von der von uns hypothetisch aufgestellten Regel „Wenn A, dann B“ vorfinden; nämlich lediglich Zahlen in den Zellen b und c:

Abbildung 7.3: Der Prototyp einer Tabelle, die jene Regel bestätigt, die dem Gegenteil der Hypothese 
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Diese Tabelle eignet sich ebenfalls gut für die statistische Induktion. Nur die Vorzeichen sind andere. Wenn wir an das Beispiel des Meteorologen denken, können wir mit einer solchen Tabelle aufgrund der Prognose des Meteorologen ebenfalls sehr gut Regen voraussagen: nur dass dieser Regen immer dann eintrifft, wenn er ihn nicht vorhersagt. Diese Tabelle ist eine spezielle Art von Gegenteil unserer Annahme; sie ist nämlich auch die Bestätigung einer Hypothese, nur einer anderen – der gegenteiligen Hypothese.

Nun gibt es Fälle, wo weder perfekte Abhängigkeit im Sinne der Hypothese, noch perfekte Abhängigkeit im Sinne des Gegenteils der Hypothese, möglich sind. Erinnern wir uns an unser Einführungsbeispiel mit praktischen Zahlen (Abbildung 7.4, bzw. 2.2): 

Abbildung 7.4 
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Wenn e und g nicht gleich sind (trotz maximaler Abhängigkeit), dann müssen in den Zellen b und c auch dann Fälle anzutreffen sein, wenn vollkommene Abhängigkeit herrschen sollte; einfach aufgrund der Rahmenbedingungen, die als Randsummen gegeben sind. Somit ist das Problem der Abhängigkeit gar nicht so einfach, wie es scheint. Es wird also im allgemeinen Fall kaum auftreten, dass nur diagonale Zellen besetzt sind. Es wird in jeder Zelle (a, b, c, d) eine Zahl stehen, somit ist die Situation im allgemeinen Fall nicht eindeutig.

Sind a, b, c und d „ausgewogen“, d.h. so wie in der Indifferenztabelle verteilt, dann haben wir den zweiten Typus von Gegenteil unserer ursprünglichen Hypothese vor uns: die Nullhypothese: Keine Aussage ist möglich. Unabhängigkeit zwischen Ereignis A und B würde vorliegen. Wir können eine Tabelle produzieren, die der Nullhypothese entspräche: Die Indifferenztabelle oder Tabelle unter Annahme der Unabhängigkeit beider Ereignisse/Variablen (a = e.g/n, b = e.h/n etc.). Am Beispiel der Zelle a heißt das ja: Wenn a eine Zufallsstichprobe aus e Fällen ist, dann muss der Anteil a/e genau so groß sein wie der Anteil g/n, da ja auch g eine reine Zufallsstichprobe aus n Fällen ist. Dieses Argument wurde schon im Abschnitt über die Indifferenztabelle (Kap. 4) dargestellt und unter Heranziehung einer etwas exakteren Definition von Unabhängigkeit, wie sie in Kapitel 5 gegeben wurde, auch wahrscheinlichkeitstheoretisch formuliert. Zur Wiederholung: Wie dort ausgeführt, lautet die wahrscheinlichkeitstheoretische Formulierung der Unabhängigkeitsbedingung: P(A/B)=P(A). Da im allgemeinen Fall P(AB)=P(B)*P(A/B), ist auch P(AB)=P(A)*P(B). P(A) ist in unserer Vierfeldertafel aber so viel wie g/n, und P(B) so viel wie e/n. Daher ist die Wahrscheinlichkeit P(AB) unter der Annahme von Unabhängigkeit (e/n)*(g/n) oder (e*g)/(n*n). Die Wahrscheinlichkeit für ein aus n Fällen ausgewähltes Element der Stichprobe, in die Zelle a zu geraten, ist also (e*g)/(n*n). Und aus der Binomialverteilung wissen wir, dass dann der Erwartungswert für diese Zelle a so viel ist wie (n*e*g)/(n*n), bzw. e*g/n. 

Fassen wir noch einmal zusammen: Um die gemeinsame Verteilung der beiden Ereignisse A und B in den Zellen a, b, c, d beurteilen zu können, brauchen wir einen Vergleichswert. Wir vergleichen diese Verteilung mit der Erwartung unter der Annahme der Nullhypothese (e.g/n im Fall der Zelle a). Eine Tabelle unter der Annahme der Nullhypothese heißt – wie gesagt – Indifferenztabelle. 

D. h. für die Beurteilung unserer Frage, ob es stimmt, dass eine Beziehung zwischen A und B besteht, dass also „Wenn A, dann auch B“ gilt, ist die Indifferenztabelle ein ganz guter Vergleichswert; mit ihrer Hilfe können wir die tatsächlichen a, b, c und d-Werte beurteilen.

Hier müssen wir wieder zwischen zwei gedanklichen Richtungen unterscheiden:
1.
Wir können uns fragen, wie viele Fälle für unsere Hypothese sprechen und wie viele dagegen. Wie sind die beiden gegeneinander zu gewichten?  Das ist eine Fragestellung nach der Korrelation: Wie stark ist der Zusammenhang?
Wir könnten uns für die Verteilung der blonden Männer und Frauen in diesem Saal interessieren. Es wird eine bestimmte Anzahl blonder Männer und Frauen geben, die nicht gleich hoch sein wird. Etwa:

Abbildung 7.5
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Wie die Tabelle (Abb.7.5) zeigt, ist in dem Hörsaal, aus dem die Stichprobe stammt, ein gewisser Unterschied in der Häufigkeit der Blonden zwischen den Angehörigen beider Geschlechter vorhanden.
Nun kann es eine Fragestellung geben, für die uns lediglich die gemeinsame Verteilung der Ereignisse interessiert: Um wie viel häufiger sind die Männer blond als die Frauen. Hier kommt es auf die Wahrscheinlichkeit überhaupt nicht an. Als Beschreibung der Anzahl der blonden Männer und Frauen in diesem Hörsaal, wenn wir uns nur für diese interessieren, könnte uns die Tabelle in Abb. 7.5 dienen. Hier geht es nicht um die Frage, ob der Zufall eine Rolle spielt oder nicht. So ist die Verteilung der in diesem Hörsaal befindlichen Personen.

2.
Anders wäre es, wenn wir uns fragen, ob dieser Hörsaal eine zufällige Auswahl aus den Männern und Frauen überhaupt ist: Die Wahrscheinlichkeitsfragestellung, bzw. Frage nach der Signifikanz unseres Ergebnisses. Dann würden wir uns dafür interessieren, ob diese Verteilung innerhalb der Blonden und nicht Blonden zufällig zustande gekommen sein könnte oder nicht. Dann berechnen wir die Indifferenztabelle und interessieren uns dafür, wie wahrscheinlich die gemessene Abweichung zwischen Indifferenztafel und den tatsächlichen Werten von a, b, c und d in der Kontingenztabelle (hier: Vierfeldertafel) ist.

Die Frage nach dem Zufall stellt sich immer dann (aber nicht nur dann), wenn wir es mit Stichproben zu tun haben. Sie stellt sich nicht, wenn wir gar nicht wissen wollen, ob unser Resultat für Männer und Frauen insgesamt gilt. Wenn wir nur die Verteilung der Haarfarbe von Männern und Frauen in diesem Hörsaal beschreiben wollen, stellt sich für uns die Frage nach der Wahrscheinlichkeit unseres Ergebnisses nicht. Auch das gibt es. Es ist daher sehr wichtig, uns vor Augen zu halten, ob wir uns die Frage nach der Zufälligkeit des Zustandekommens eines Zusammenhang stellen oder nicht. (Über Grundsätzliches zum Unterschied in der Logik von Signifikanz und Korrelation vgl. Kapitel 2).

Wir wollen also empirische Ergebnisse beurteilen, die wir anhand einer Stichprobe erhoben haben. Wir haben auch schon erwähnt, dass wir mit Hilfe der Binomialverteilung im Grunde bereits einen Signifikanztest für die Vierfeldertafel entwickeln könnten. Es gibt eine ganze Gruppe von derartigen Tests, die z. T. mathematisch sehr verschieden funktionieren, aber von ihrer Logik her alle nach dem gleichen Strickmuster ablaufen. Dieses Strickmuster zu kennen ist wichtig, während es nur sekundäre Bedeutung hat, über jeden Rechenschritt der einzelnen Tests im Detail informiert zu sein. Ein Signifikanztest ist ein Rechenverfahren, mit dessen Hilfe wir be​stimmen können, wie wahrscheinlich es ist, dass ein empirisches Ergebnis zufällig (=nicht aufgrund eines systematischen Prozesses) zustandegekommen ist. Die Antwort, die ein Signifikanztest geben kann lautet immer nur: Es ist mehr oder weniger wahrscheinlich. Nur über die Einschätzung der Wahr​scheinlichkeit eines Ergebnisses können wir zu der Einschätzung gelangen, ob wir eine be​stimmte Hypothese verallgemeinern (bestätigen) wollen oder nicht bzw. mit welchem „Risiko“ dies geschieht. Wir brauchen also zur Bestimmung der Gültigkeit einer Hypo​these eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, an der wir ablesen können, wie wahrscheinlich es ist, dass ein gemessener Unterschied zwischen empirischen Daten und dem, was unter der Gültigkeit der Nullhypothese zu erwarten gewesen wäre, zufällig zustande kommen konnte. Dies haben wir am Beispiel der Vierfeldertafel zu verdeutlichen versucht. 

Die drei Schritte eines Signifikanztests am Beispiel der Vierfeldertafel

Schritt 1: Bildung eines Prüfmaßes

Der erste Schritt zur Entwicklung eines Signifikanztests ist die Bildung eines Prüfmaßes. Es wird für jeden Signifikanztest etwas anders berechnet und es gäbe für jeden Signifikanztest eine große Zahl von Prüfmaßen, die man berechnen könnte. Man entscheidet sich in der Regel für jenes, dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung am leichtesten zu ermitteln ist. 

Das Prüfmaß drückt aus, wie groß die Abweichung eines gemessenen empirischen Ergebnisses von jenem Ergebnis ist, das zustande kommen hätte müssen, wenn die betrachtete Hypothese nicht gestimmt hätte. Das Prüfmaß ist also eine mathematische Funktion zweier Größen. Die eine Größe, die in das Prüfmaß eingeht, ist das empirische Ergebnis, so wie wir es gemessen haben; die zweite Größe, die in das Prüfmaß eingeht, ist das empirische Ergebnis wie es nicht war, sondern gewesen wäre, wenn die Hypothese, die wir betrachten, nicht stimmen würde. Wir betrachten diese zwei Fälle: Einmal, wie oft etwas eingetreten ist (z. B. wie oft es geregnet hat, wenn der Meteorologe es gesagt hat) – das reine empirische Ergebnis von a, b, c, d. Zum Anderen wie oft es geregnet hätte, wenn die Prognosen des Meteorologen keinen Einfluss gehabt hätten: e.g/n, e.h/n etc. (die Indifferenztabelle oder Tabelle unter der Annahme von Unabhängigkeit zweier Ereignisse). Diese zwei Typen von Zahlen (die Ergebnisse, wie sie waren: a,b,c,d und die Ergebnisse, wie sie wären, wenn perfekte Unabhängigkeit geherrscht hätte: e.g/n etc. gehen in die Berechnung des Prüfmaßes ein. Es resultiert also aus einem Vergleich der empirischen Häufigkeiten mit den theoretischen Häufigkeiten oder Erwartungswerten unter der Annahme der Unabhängigkeit der beiden Ereignisse.

D. h. in unserer Vierfeldertafel ergibt sich das Prüfmaß aus der Differenz zwischen den empirischen (oder tatsächlichen) Werten a, b, c, d und den Werten in der Indifferenztabelle. Mit anderen Worten: Um einen Zusammenhang zwischen Ereignis A und Ereignis B behaupten zu können, kommt es darauf an, zu wissen, wie die Verteilung in den Zellen sein müsste, wenn die beiden Ereignisse unabhängig voneinander wären. Aus dem Vergleich zwischen den empirischen Werten und den Erwartungswerten ergibt sich der Schluss, aufgrund dessen wir sagen können, dass die beiden Ereignisse unabhängig oder abhängig voneinander sind.

Warum darf man einfach das leichteste Prüfmaß errechnen? Weil die Frage, um die es geht, ja lautet, wie wahrscheinlich es ist, dass a, b, c, d von e.g/n, e.h/n, f.g/n, f.h/n in Summe so stark abweichen, wie sie dies tun. Wir könnten die Wahrscheinlichkeit von jedem einzelnen Wert zu seinem Wert unter Annahme der Unabhängigkeit bilden (a – e.g/n; b – e.h/n, c – f.g/n, d – f.h/n). Wir würden so vier Wahrscheinlichkeiten erhalten. Das ist lästig; und zwar umso mehr, als sich herausstellt, dass diese gar nicht so einfach zu ermitteln sind. 

Betrachten wir z. B. die Differenz a – e.g/n. Wir wollen uns die Wahrscheinlichkeit für diese Differenz ausrechnen. Dies ist im wesentlichen ein Binomialproblem. Allerdings kein so einfaches Binomialproblem, wegen der Randbedingungen: b und c können nur gewisse Größen annehmen, in Abhängigkeit von den Randsummen e und g.: a kann maximal so groß werden wie das Minimum von e bzw. g, b wie jenes von e bzw. h, usw. Je nachdem, wie e und g zueinander stehen, ist das Problem anders zu formulieren. Wir müssten mehrere Varianten durchrechnen: wenn e sehr viel größer als a ist oder sehr viel kleiner usw.; mit einem Wort eine relativ komplizierte Angelegenheit, die aber im Prinzip lösbar ist. Analog sähen unsere Schwierigkeiten bei der Bewertung der übrigen drei Differenzen zwischen den Werten der empirischen und theoretischen Verteilung aus.

Anderseits treten auch deshalb Schwierigkeiten auf, weil eine Abweichung in einer Zelle sich auch auf die anderen Zellen der Tabelle auswirkt. Wenn beim Vergleich der gefundenen Häufigkeiten mit den Werten der Indifferenztafel in Zelle a eine Abweichung gegeben ist, muss die gleiche Abweichung auch in den übrigen drei Zellen der Vierfeldertafel auftreten. Wie sind nun solche Abweichungen zu bewerten, wenn sie in Abhängigkeit von anderen Abweichungen auftreten? Die (gegebenen) Randsummen der Tabelle sind ja eine Grenze, die nicht überschritten werden kann. Weder a noch b kann größer als e sein, weder a noch c kann größer als g werden, usw. Aus diesen Randsummen errechnen wir aber unsere Indifferenztabelle (Zellenhäufigkeiten unter Annahme der Unabhängigkeit). Die Summe der Abweichungen aller Werte von ihren Erwartungswerten muss Null ergeben. Im Fall der Vierfeldertafel sind sogar alle Abweichungen gleich groß.

Ein Rechenbeispiel (Beispiel einer beliebigen Vierfeldertafel): 

Abbildung 7.6

	
	A
	n. A
	

	B
	6 
	16
	22

	n.B
	4
	14
	18

	
	10
	30
	40


E(a)=eg/n=22*10/40=5.5

E(b)=eh/n=22*30/40=16.5

E(c)=fg/n=18*10/40=4.5

E(d)=fh/n=18*30/40=13.5

a-E(a)= 0.5

b-E(b)= –0.5

c-E(c)= 0-5

d-E(d)= –0.5

(a-E(a))+(b-E(b))+(c-E(c))+(d-E(d))=0.5-0.5+0.5+0.5=0

Schon die verschiedenen möglichen Verteilungen, die sich in der Praxis in einer Vierfeldertafel ergeben können, haben diese Schwierigkeit der gegenseitigen Abhängigkeit der einzelnen Zahlen in der Tabelle gezeigt.

Die Wahrscheinlichkeit für die Abweichung jedes einzelnen Wertes in der Tabelle von seinem Wert unter Annahme der Unabhängigkeit zu berechnen, führt also zu keinem optimalen („leichten“) Prüfmaß. 

Wir werden uns also für die Summe der Abweichung der empirischen Werte von denen der Indif​ferenz-Tabelle interessieren müssen. Ein Prüfmaß muss ja folgen​des leisten: Wenn die Abweichungen der empirischen von den theoretischen Ergebnissen immer größer werden, muss auch das Prüfmaß größer werden. Es gibt eine große An​zahl von Funktionen, die diese Aufgabe erfüllen. Wichtig ist nur, dass das Prüfmaß eine monoton steigende Funk​tion des Unterschiedes zwischen dem empirischen Ergebnis ist und jenem Ergebnis, das zustande gekommen wäre, hätte Unabhängigkeit geherrscht. Es ist sicher ein schlechtes Prüfmaß, wenn es für eine kleine Abweichung klein ist, für eine größere Abweichung größer und für eine noch größere Abweichung wieder klein. Es muss zunächst eine monoton steigende Funktion der Differenz zwischen empiri​schen und theoretischen Ergebnissen sein.

 Schritt 2: Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Prüfmaßes

Der zweite – entscheidende – Schritt zur Entwicklung eines Signifikanztests ist die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Prüfmaß einen so großen oder größeren Wert hat, wie es ihn im konkreten empirischen Fall hat. 

Beim Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten haben wir mit allen möglichen weltfremd aussehenden Beispielen herumgespielt und festgestellt, dass die Ermittlung von Wahrscheinlichkeiten eigentlich ein relativ mühsamer Prozess ist. Wir überlegten uns, welche möglichen Fälle es gibt, welche Fälle als günstige Fälle zu betrachten sind, wie das Verhältnis der günstigen zu den möglichen Fällen ist etc. – Da die Wahrscheinlichkeitsermittlung beim Signifikanztest aber tägliches Brot ist und ununterbrochen passiert, haben sich die Statistiker eine Methode ausgedacht, die etwas standardisiert, etwas routinisiert ist. Es gibt Typen von Ereignissen mit Typen von Verteilungen. In der Praxis des statistischen Testens der Signifikanz gehen wir nicht davon aus, dass wir uns bei jeder Tabelle überlegen, welche spezielle (nur für dieses Beispiel gültige) Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Tabelle bzw. ihren Abweichungen von der Indiffe​renztabelle zugrunde liegt, sondern wir fragen uns, welcher Typus von Variable unser ge​wähltes Prüfmaß ist und welche Wahrscheinlichkeitsverteilung diese Variable wohl haben wird.

Wir haben uns bereits darüber Gedanken gemacht, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung ein bestimmter Typus von Variable hat; und zwar beim Münzwurf und anlässlich der Normalverteilung.

Wir fragten uns, welche Variablen normalverteilt sein werden. Es gibt drei Bedingungen dafür, dass eine Variable, eine messbare Größe, normalverteilt ist: Sie muss 1.) aufgrund einer Summe von Einzelereignissen zustande kommen; diese Einzelereignisse müssen 2.) voneinander unabhängig sein und 3.) keines der Einzelereignisse, das einen Einfluss ausübt, darf überwiegen. Bedingung zwei und drei sind weitgehend äquivalent, denn wir können auch mehrere verbundene Ereignisse als ein Ereignis betrachten. Kommt eine Variable auf diese Weise zustande, können wir annehmen, dass ihre Verteilung wahrscheinlich einigermaßen ähnlich einer Normalverteilung sein wird.

Wir überlegten uns, warum wohl z. B. die Körpergröße aller Österreicher einer Normalverteilung ähnelt und kamen zur Erkenntnis, dass es in bezug auf die Körpergröße viele Einflüsse gibt, die voneinander unabhängig genug sind, um als Ergebnis so etwas wie eine Normalverteilung zu erzeugen.

Wenn wir in einem großen landwirtschaftlichen Gebiet, etwa in Schwarzafrika, zwei Einzugsbereiche hätten: Einen aus dem Stamm der Massai (besonders große Menschen), den anderen von den Pygmäen (besonders kleine Menschen) und die Körpergröße messen und in ein Diagramm auftragen (Häufigkeitsverteilung der Körpergrößen dieser gemischten Population), würde dann wahrscheinlich eine Normalverteilung herauskommen? – Nein. Die Häufigkeitsverteilung würde möglicherweise eher eine Form wie diese haben: 

Abbildung 7.7
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Es wird kaum einen Pygmäen geben, der größer als der kleinste Massai ist. Es gibt einen Einflussfaktor – ethnische Herkunft – der überwiegt und die Normalverteilung „ruiniert“.

Wir können also Zusammenhänge herstellen zwischen bestimmten Typen von Variablen, und bestimmten Typen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Eine besonders wichtige Form von Verteilungen lässt sich aus dem Modell des häufig wiederholten Münzwurfs ableiten. Wenn wir das Münzwurfexperiment sehr oft wiederholen, wird die Form dieser Verteilung eine Normalverteilung sein. Wir kamen zum Schluss, dass bestimmte Typen von Ereignissen normalverteilt sein werden, und zwar sogar dann, wenn das p (die Wahrscheinlichkeit des Einzelereignisses) von 0,5 verschieden ist. Nur bei extrem kleinem oder extrem großem p wird die Verteilung von der Normalverteilung abweichen. Empirisch ist dieser Fall für Soziologen aber von weniger großer Bedeutung.

Und so, wie wir etwa beim Münzwurf die zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung ermitteln können, können wir dies auch bei Prüfmaßen tun. Wir brauchen Wahrscheinlichkeitsverteilungen für Prüfmaße, um die Wahrscheinlichkeit dafür zu bestimmen, dass ein Prüfmaß eine bestimmte Größe übersteigt: d. i. die Wahrscheinlichkeit dafür, dass empirische Werte um einen bestimmten Betrag von theoretischen Werten abweichen. Prüfmaße sind also zusammengefasste Darstellungen empirischer Ergebnisse. In der Vierfeldertafel sind die Größen, die sich für ein Prüfmaß anbieten, zunächst:  a – e.g/n, b – e.h/n, c – f.g/n und d – f.h/n. Unangenehmerweise sind diese vier Größen voneinander abhängig. Berechnen wir ein Prüfmaß (ihre Summe), haben wir diese vier Ergebnisse in einem Maß zusammengefasst. Wie wir dieses Maß berechnen, ist eigentlich gleichgültig, solange wir in der Lage sind, dafür eine Wahrscheinlichkeitsverteilung anzugeben. Wir haben also eine gewisse Wahlfreiheit bei der Frage, welches Prüfmaß wir wählen. Man nimmt ein Prüfmaß, das zwei Bedingungen erfüllt: 

1.
Es muss eine monoton steigende Funktion der Abweichung zwischen empirischen und theoretischen Ergebnissen sein – eine sinnvolle Repräsentation dieser Abweichung (s. o.). Und 

2.
es muss möglich (und hoffentlich nicht allzu kompliziert) sein, die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafür zu bestimmen – Es gibt Prüfmaße, die derart kompliziert sind, dass dies nicht „funktioniert“. 

Wir könnten uns zunächst fragen, wie wahrscheinlich diese Abweichung  a – e.g/n ist, bzw. genauer ausgedrückt, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallsvariablen ist, von der wir eine Realisierung vor Augen haben. (Zufallsvariable haben Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Ihre einzelnen Realisierungen haben natürlich keine solchen Verteilungen: Sie geben an, was eingetreten ist, mehr nicht. Wir können uns aber rückwirkend fragen, wie wahrscheinlich eine bestimmte Realisierung war: wie häufig eine bestimmte Realisierung eingetreten wäre, wenn wir das Experiment sehr oft wiederholt hätten). Im Falle der Vierfeldertafel ist die betrachtete Realisierung eine Abweichung empirischer Werte von theoretisch zu erwartenden Werten. Die Wahrscheinlichkeit dieser Abweichung wird sich anhand einer Normalverteilung ermitteln lassen. – Wir hatten uns ja schon anhand der Binomialverteilung gefragt, welche theoretische Verteilung diese Differenz a-eg/n haben wird und eine Parallele zwischen der Vierfeldertafel und dem Münzwurfexperiment bzw. der Binomialverteilung gezogen; die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Differenz lässt sich also zunächst als Binomialverteilung darstellen und durch eine Normalverteilung annähern. a-eg/n ist ja zunächst irgend ein bestimmter Wert. Aber das a könnte theoretisch so groß sein wie eg/n, und es könnte theoretisch auch Null sein. Und für all diese Möglichkeiten gibt es immer eine Wahrscheinlichkeit. Die interessiert uns, weil wir wissen wollen, wie wahrscheinlich es ist, dass ein bestimmter Wert herausgekommen ist. Diese Differenz ist eine Realisierung eines Zufallsexperiments. Und für diese Realisierung interessiert uns eine Wahrscheinlichkeit. a ist normalverteilt; e.g/n ist normalverteilt; ihre Differenz ist ebenfalls normalverteilt, was sich nachweisen läßt. Der Mittelwert dieser Differenz ist die Differenz der Erwartungswerte, und somit Null. Würden wir sehr oft die beiden interessierenden Ereignisse A und B untersuchen, hätten wir sehr viele gemeinsame Verteilungen dieser beiden Ereignisse (viele Vierfeldertafeln). Und wir würden im Durchschnitt erwarten, dass unter Annahme der Zufälligkeit/Unabhängigkeit der beiden Ereignisse, die Abweichungen a – e.g/n Null sein müssten; a also im Durchschnitt nicht größer oder kleiner als e.g/n (sein Erwartungswert) sein würde. 

Schritt 3: Bestimmung der Wahrscheinlichkeit für den Zahlenwert des Prüfmaßes

Am Beispiel des Münzwurfes mit 5 Münzen hatten wir die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Anzahlen von „1“-en ermittelt:

Abbildung 7.8: Wahrscheinlichkeit, beim gleichzeitigen Wurf mit 5 Münzen 0,1,2,3,4 bzw. 5 mal einen 
                         „1er“ zu werfen


Null, eins, zwei, drei, vier, fünf als mögliche Ergebnisse waren vorhanden; Andere als ganzzahlige Werte konnten nicht auftreten und hatten daher die Wahrscheinichkeit 0. Es gibt weder beim Münz- oder Würfelwurf noch bei einem sonstigen binomialverteilten Experiment Zwischenwerte, sondern lediglich ganzzahlige Werte. Werfen wir sehr viele Münzen und betrachten die entsprechende Verteilung dazu, wird sie zwar weiterhin eine Verteilung von ganzzahligen Werten bleiben, aber die Balken unseres Diagramms werden sehr klein werden. Der Grenzübergang zu einem unendlich oft wiederholten Wurf mit n Münzen ergibt annähernd eine Verteilung wie die durchgezogene Linie in 

Abb. 7.9:

Abbildung 7.9
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Wir haben es hier also mit einer vereinfachten Darstellung eines Experimentes zu tun, bei dem sehr viele Realisierungen dicht aneinander liegen. 

Stetige Verteilungen haben eine unangenehme Eigenschaft. Bei stetigen Verteilungen gibt es unendlich viele mögliche Realisierungen der Zufallsvariable, auf die sich die Verteilung bezieht. Bei diskreten Verteilungen (wie der Binomialverteilung) gibt es endlich viele mögliche Realisierungen – im Beispiel der Abb.7.8 sind dies 6. Für jede Realisierung gibt es einen zugehörigen Wahrscheinlichkeitswert. Nur: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei Abb. 7.9 das Ergebnis exakt 1 beträgt? Sie ist genauso groß wie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Österreicher exakt den österreichischen Durchschnitt der Körpergröße hat. (Exakt = auf unendlich viele Dezimalstellen genau). Diese Wahrscheinlichkeit hat tatsächlich den Grenzwert Null. Dies liegt nicht daran, dass die Österreicher nicht ihrem Durchschnitt nahe sind – im Gegenteil –, sondern es liegt daran, dass wir den Wert so genau bestimmt haben. Je genauer wir den Wert festlegen, desto weniger Österreicher finden wir vor – auf Millimeter genau werden es nicht mehr viele sein, die diesen Durchschnitt besitzen, auf Zehntel-Millimeter noch weniger, auf Tausendstel-Millimeter noch weniger etc.. Mit perfekter Exaktheit gemessen, hat gar kein Österreicher die durchschnittliche Körpergröße. D. h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable einer stetigen Verteilung einen bestimmten Wert exakt annimmt, ist Null, obwohl es an jeder Stelle einen Wert dieser Wahrscheinlichkeitsfunktion gibt. Wir können also in stetigen Verteilungen, anders als in diskreten Verteilungen, Wahrscheinlichkeiten nicht aus dem Funktionswert des Ereignisses ableiten, sondern nur aus einem Flächenabschnitt (Integralrechnung). Eine Verteilung wie die durchgezogene Kurve in Abb. 7.9 bildet Wahrscheinlichkeiten ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable mit dieser Verteilung bei einer zufälligen Realisierung einen Wert zwischen Null und Eins annimmt, ist darin ablesbar. 

Je enger wir das Ereignis definieren, desto kleiner wird seine Wahrscheinlichkeit. Sie ist zwar anders, je nachdem, wo das Ereignis auf der Wahrscheinlichkeitsverteilung liegt, aber je genauer das Ereignis definiert ist, desto kleiner ist sie. Dies hat einen gewissen empirischen Sinn; es hängt mit der sozialen Wirklichkeit zusammen.

Wenn wir auf die Straße gehen und einen entgegenkommenden Passanten nach der Verkettung von Ereignissen fragen, die insgesamt dazu geführt haben, dass wir genau diesen speziellen Menschen zu genau diesem Zeitpunkt an genau dieser Stelle treffen, dann werden wir feststellen, dass die Wahrscheinlichkeit für diese Kette von Ereignissen sehr klein war. Wenn wir auf eine Zielscheibe mit einer Kugel schießen, die punktförmig auf eine bestimmte Stelle auftrifft, und uns fragen, wie groß die Wahrscheinlichkeit ist, dass wir genau an dieser Stelle getroffen haben, werden wir zur Erkenntnis gelangen, dass diese Wahrscheinlichkeit umso kleiner ist, je genauer wir die Einschlagstelle vermessen. Wenn wir den Flächenanteil des Punktes an der gesamten Zielscheibe bestimmen wollen, dann ist dieser Null, weil ein Punkt die Fläche Null hat. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir einen Punkt mit der Fläche Null zufällig treffen, ist Null. Also können wir für jeden beliebigen Punkt, den wir auf der Zielscheibe getroffen haben, im nachhinein festlegen, dass die Wahrscheinlichkeit dafür Null gewesen ist. Wir kommen damit nicht weiter; diese Verwendung des Wahrscheinlichkeitskonzeptes hat keinen Sinn. 

Wir müssen also, um Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu bestimmen, Klassen von Ereignissen festlegen. Zielscheiben sind deshalb ringförmig konstruiert: Die Ringe auf der Zielscheibe definieren Klassen von Ereignissen, die nach Nähe zum Zentrum (Treffergenauigkeit) geordnet sind. Die Frage ist also, wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir in einen bestimmten Ring (Klasse) der Zielscheibe treffen. Wir können sinnvollerweise deshalb nur nach der Wahrscheinlichkeit von Klassen von Ereignissen fragen. Die Wahrscheinlichkeiten von Klassen von Ereignissen hängen entscheidend davon ab, wie wir diese Klassen definieren. Die Definition der Klassen von Ereignissen ist deshalb eine entscheidende Vorbedingung bei der Feststellung, wie wahrscheinlich z. B. die Abweichung irgendwelcher Ergebnisse vom Zufall ist. Deshalb wird es keinen Sinn haben, nach der Größe der Wahrscheinlichkeit zu fragen, dass eine Zufallsvariable mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung wie Abb. 7.10 genau den Wert 1 ergibt – wir wissen dies auch ohne Wahrscheinlichkeitsverteilung; sie ist Null. Wir werden uns fragen, wie wahrscheinlich es ist, dass sie kleiner oder größer als eins ist, zwischen Null und Eins liegt, o.ä.

Der große Vorteil von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist, dass wir in ihnen Bereiche festlegen und diesen Bereichen Wahrscheinlichkeiten zuordnen können. So können wir z.B. sagen, dass wir in einer Normalverteilung im Bereich einer Standardabweichung links und rechts vom Mittelwert erwarten, dass dort rund zwei Drittel der Fällen liegen werden. 

Faustregeln:
1.
 Bei einer Normalverteilung liegen rund 2/3 aller Fälle innerhalb einer Standardabweichung links und rechts vom Mittelwert.

2.
Bei einer Normalverteilung liegen ungefähr 95 % aller Fälle zwei Standardabweichungen links und rechts vom Mittelwert.

Haben wir standardisierte normalverteilte Variablen vor uns, ist deren Mittelwert Null und die Standardabweichung Eins. Für diese gilt, dass rund 2/3 der Fälle im Intervall zwischen plus und minus Eins links und rechts vom Mittelwert liegen und rund 95 % der Fälle liegen zwischen plus/minus Zwei vom Mittelwert. Eine solche Normalverteilung hat den praktischen Vorteil, dass es eine bereits existierende Tabelle gibt, in der die zu jedem Wert der Variablen auf den x-Achse gehörenden Wahrscheinlichkeiten aufgelistet sind. Wir brauchen nur mehr in dieser einen Tabelle nachzusehen, um die gefragte Wahrscheinlichkeit zu ermitteln. Hätten wir nicht die Möglichkeit, die Varianz zu transformieren, bräuchten wir für sämtliche möglichen Varianzen einer Normalverteilung eigene Tabellen mit Wahrscheinlichkeitsangaben. Dies ist ein Anwendungsfall der in Kap. 3 beschriebenen Standardisierung von Variablen durch lineare Transformation, der für uns von Bedeutung ist.
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