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Vorwort

Schon mehrmals wurde hier oder anderswo nach einem Buch mit dem Titel
,Lineare Algebra fiir Dummies“ gefragt.

In der Linearen-Algebra-Vorlesung begegnen Erstsemester der strengen Mathe-
matik gewohnlich zum ersten Mal. Sie (die Mathematik) gibt sich unzugénglich,
bedeutungslos und unanschaulich.

Frage: ,Muf} das so sein?“
Antwort: ,Aber ja, irgendwann und fiir alles gibt es ein erstes Mall“
Gegenfrage: ,Aha, und wie kann sich jemand jemals daran gewdhnen?*

Wie gewohnt sich ein Kleinkind daran, dafl es nachts durchschlafen mufi? Nur
durch die deutlich gezeigte und konsequent verfolgte Absicht derjenigen, die
ihm die Anerkennung dieser Regel angewdhnen wollen, hier: der Eltern.

Bis es (das Kleinkind) sich in die neuen Regeln eingelebt hat, dauert es bei dem
einen 3 Tage, bei einem anderen auch schon mal linger (moglicherweise durch
gelegentliche Zeichen von Nachgiebigkeit bei den Eltern ermuntert).

Da es das nachgefragte Buch nicht gibt, sollte man es schreiben. Was muf}
den drinstehen? Was ist ein Dummie? Sind alle Dummies gleich?

Wohl wissend, dafl es vermutlich aussichtlos ist, wage ich einen Beitrag und
stelle ihn zur Diskussion.
Das tue ich nicht, weil ich eine neue, bessere Methode fiir moglich oder zielfiihren-
der halte, sondern allein zur Motivation fiir Studenten, die sich - zu Beginn des
Studiums - plétzlich mitten in einem unerwarteten Erziehungsprozefl wiederfin-
den, und getrostet und unterstiitzt werden wollen.

Immerhin ist der Mensch um die 20 eher als das Kleinkind dazu bereit, sein
Handeln und Denken auf ein ferneres Ziel als die néchste Fiitterung auszurich-
ten, und auch schwierige Perioden ohne Geschrei zu bewéltigen, wenn er sein
Ziel kennt und erreichen will.

Das Ziel heifit: Mathematiker werden.

Evtl. auch: Physiker/Lehrer/Ingenieur/Informatiker werden. Motivation der
Orientierunglosen ist das Ziel meines Versuchs. In der Vorlesung Linere Al-
gebra gibt es viele Orientierungslose.

Auf eine beliebte Briicke von der Schule zur Linearen Algebra an der Univer-
sitédt, ndmlich die Vektorgeometrie, werde ich den Leser nicht fithren, denn auf
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Kapitel 0 Lineare Algebra fiir Dummkdpfe

dem neuen Ufer findet man nur mit Miihe etwas vorstellbare Geometrie. Auch
wenn es auf dem neuer Ufer ein kleines Dorf gibt, dessen Bewohner in Sprache
und Umgangsformen denen auf dem anderen Ufer (dem Schulufer) dhnlich sind,
dann ist das eine Ausnahme. (Wer nach Peking reist und dort bei McDonalds
ist, der macht nach meiner Auffassung etwas falsch.)

Die Lineare Algebra an der Hochschule ist in ihrer iiberwiegenden Mehrheit
Teil einer andersartigen Gesellschaft, deren Regeln und Formen man sich ein-
fach angew6hnen muf.

Es geht ja nicht um soziokulturelles Untersuchenen (,,woher kommt das*), son-
dern um kulturelle Integration (,,wie werde ich ein Teil davon*).

Wer sich bei der ersten Frage aufhilt, und auf sie die Antwort sucht, steht au-
Ben. Wer dagegen Assimilation will, der mufl mitten hinein.

Erste Regel: Keine Sinnfragen stellen, bevor man sie nicht selbst beantworten
kann!

Zweite Regel: Du willst doch Mathematiker werden, oder? Also!

Einwand: ,,Du sollst mir Mut machen und mich nicht entmutigen!“
Antwort: ,Es miifite dich mehr entmutigen, wenn alle sagen, wie leicht es ist,
und nur du kannst das nicht finden.“
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1 Vektorraume

Die Formel ,, Finleitung-Hauptteil-Schlufi“ fiir eine elementare Gliederung ist
uns genauso vertraut und antrainiert wie das rechts-links-rechts als Fufiginger
im Straflenverkehr.

In der Mathematik heifit das grundlegende Prinzip: Definition-Satz- Beweis. Wie
wird das geiibt? Selbstverstéindlich durch Anwendung.

Ahnlich wie jede Aufgabe im Deutschunterricht der Einiibung einer Technik
dient, und jeder verwendete Text im Rahmen dieser Ubung eine Funktion iiber-
nimmt, hinter der sein vordergriindiger bzw. erkennbarer Inhalt zuriicktritt, so
ist es auch in der Mathematik. Das meiste diente, meistens und den meisten
nur als Vehikel, an dem man iiben kann. Mehr zunéchst nicht! Spater gewinnt
einiges fiir manchen eine Bedeutung aus der Sache heraus, das halte ich aber
fiir Zufall.

Definition 1 Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-) be-
stehend aus einer Menge V, einer Verkniipfung + (Addition) und einer Ver-
kniipfung - (Skalarmultiplikation), fir die gelten:

V1
V2
V3
V4

YVobweV :iv+weV.
Ve KiveV:l-veV.
(V,+)ist eine abelsche Gruppe.
Yo,we VA ue K:
A+ pv=A-v)+ (1 v)
Av+w)=A-v)+ (A w)
(Ap) - v=A-(u-v)
l-v=v

(V1)
(V2)
(V3)
(V4)

Nach dieser Definition folgen Ubungen mit folgendem Lernziel:

Lernen, wie man die in einer Definition genannten Eigenschaften mathema-
tisch einwandfrei nachpriift bzw. widerlegt Anhand von Beispielen.

Beispiele fiir einen definierten Begriff finden. Etwa: Die Menge der reellen Po-
lynome vom Grad hochstens n ist ein R-Vektorraum.

Beispiele finden, die eine Definition nicht erfiillen. Etwa: Die Vereinigung zweier
K-Vektorrdume ist i.a. kein K-Vektorraum.
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Diese Beispiele und die verwendeten Argumentationweisen fest im Kopf veran-
kern. Auf solche Beispiele und Argumentationen wird spéater zunehmend selbst-
versténdlich zuriickgegriffen.

Frage: ,Was sind das denn fiir Beispiele? Wie kommt man jetzt auf Poly-
nome? Und was ist so aufschluffireich an der Vereinigung von Vektorrdumen?
Wo sind die Zahlen?*

Antwort: , Es sind Beispiele, an denen geiibt wird, wie man mit einer Definition
umzugehen hat - sogar, wie Mathematik betrieben wird, eine Art Fingeriibun-
gen - wie auf dem Klavier: sie haben keinen Komponisten und niemand will
sie isoliert oder stindig horen, aber in spéteren Spielstiicken kommt es einem
zugute, wenn man die Grundlagen kennt und es wird erwartet, dal man die
einmal erlernten Prinzipien auf andere Fragen iibertragen kann.

Jede Analogie ist angreifbar, und da die Vorlesung nun schon 5 Minuten gedau-
ert hat, mufl es weitergehen im Stoff.

Definition 2 Ein Untervektorraum U eines K -Vektorraums (V,+,-) ist eine
Teilmenge U C V', fiir die gilt:

(UV1) U#0
(UV2) YoweU:v+welU
(UV3) VAeKvweU: welU

Mathematiker geben allen betrachteten Gegenstéinden Namen, den Vektorrdum-
en, den Elementen von Korpern, sogar den Regeln selbst. Das dient der Klarheit
und Bezugseindeutigkeit aller Aussagen. Die Namensgebung folgt bestimmten
Gewohnheiten. Eine dieser Gewohnheiten ist die Verwendung griechischer Buch-
staben:

A« Alpha N v Ny

B 1] Beta 0 @ Omikron
X  x Chi II mw Pi

A ) Delta e 6,9 Theta
E ¢ee Epsilon P 0 Rho
o o Phi ¥ 0,6 Sigma
r v  Gamma T T Tau
H Eta T v Upsilon
1 L Tota Q w Omega
K K Kappa = ¢ Xi

A A Lambda ¥ ¢ Psi

M pu My Z ¢ Zeta
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Es hat sein gutes, dal der Korper K nicht etwa V heifit. Allerdings: Ein v
ist aus W, wenn gesagt wird, dal v € W. Niemand wiirde nach dem zweiten
Semester ein v fiir ein Element von V halten - nur wegen des Namens.
Anfianger miissen und sollen lernen, Definitionen genau zu lesen und nichts zu
verstehen, was nicht gesagt wurde.

Wer die zuletzt gegebene Definition genau liest, wird feststellen, daf3 sie bei
(UV3) eine Unklarheit enthilt Was bedeutet: Av ?

Es ist die Multiplikation gemeint. Ohne ndhere Erldauterung wird das Ver-
kniipfungszeichen - weggelassen. Man will ja nicht immer so viel schreiben
miissen.

Nun dauert es noch 2 Minuten, und es wird einfach nur von einem Vektor-
raum V gesprochen, es gibt keine Vektorrdume ohne Verkniipfungen + und -,
und solange es entweder nicht darauf ankommt, welche konkrete Addition und
Multiplikation gemeint sind, oder es aus dem Kontext hervorgeht, welche Ad-
dition + und Multiplikation - gemeint sind, schreibt man gern kiirzer.

Typische Aufgaben

Zur Systematik: Aufgaben sind je Kapitel numeriert. Die erste Aufgabe im
Kapitel 1 hat die Nummer A1l.1. Die Losung zu dieser Aufgabe hat die Num-
mer L1.1.

Die Losung Lx.y ist durchweg so knapp formuliert, wie es in der Vorlesung oder
Ubung normal ist. Kommentierungen zum Versténdnis der Aufgabe und der
Losung gebe ich im Abschnitt Kx.y.

Al. 1 Sein € N. Die Polynome vom Grad < n bilden einen R-Vektorraum.

L.1 1 Sei P, die Menge der Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad < n.
Fiir Elemente p und q aus Py, ist die Addition + definiert durch: p =37, a;zt,
q=>"obix’, p+q:=> 1 o(a;+b;)x". Die Multiplikation - eines Polynoms p
mit einer reellen Zahl c ist definiert durch: ¢-p =1 (ca;)z".

Zu zeigen ist, daf$ (Pp,+,-) ein R-Vektorraum ist.

Mit den genannten Definitionen ist klar, daf$ p + q und ¢ - p Elemente von P,
sind, denn durch beide Operationen erhoht sich der Grad des Polynoms nicht.

(P, +) ist eine abelsche Gruppe, weil die Addition fiir Polynome auf die Addi-
tion der reellen Koeffizenten in den Polynomen p und q zurickgefihrt ist und
fir die reellen Zahlen die verlangte Gruppeneigenschaft bekannt ist.

Die iibrigen Aziome rechnet man mit etwas Schreibaufwand, aber ohne Pro-
bleme nach. Beispiel: 1p = 1- >0 jaz’ = Y0 (1 a;)z’ = S0 az’ = p.
Damit ist gezeigt, dafy (Py,,+,-) ein R-Vektorraum ist.
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K.1 1 Am Anfang jedes Beweises steht eine Aufzihlung der Voraussetzungen
und es werden Namen fir die im Beweis vorkommenden Dinge rekapituliert
oder - wenn erforderlich - vergeben (,Sei Pn die Menge der Polynome ...%).
Das hilft dem Leser und es hilft auch beim eigenen Denken. Diesen Anfang
kann kann man schreiben, auch wenn man noch nicht weif$, wie es weitergehen
wird. Mit dem richtigen Einstieg findet man dann oft den richtigen Weg.

Die gewdhlten Namen werden fiir den Rest des Beweises beibehalten. Namen
werden nicht abgekiirzt. Niemals P statt P, schreiben, wenn P, als Name fest-
gelegt ist oder wurde.

Hingen Dinge von Parametern ab, wie hier von dem n, dann sollte der Name
auch den Parameter enthalten.

Wesentliche Definitionen und Aussagen, werden im Beweis genannt oder re-
ferenziert (in dem Sinne, daf$ alle wichtigen Werkzeuge sichtbar auf dem Tisch
liegen, bevor die Operation beginnt). Die explizite Nennung der Definition fir
Addition und Multiplikation ist in dieser Aufgabe deshalb notwendig, weil ein
Vektorraum ein Tripel bestehend aus einer Menge und zwei Operationen, ge-
nannt + und - ist. Man muf$ sagen, welches die Operationen sind, bzgl. derer
P,, ein Vektorraum ist.

Zur genauen Unterscheidung einer definierten Gleichheit von der Gleichheit
wird das Zeichen := statt des einfachen = verwendet. Zumindest am Anfang
sollte man das immer auch im Schreiben genau unterscheiden.

Nach diesen Vorbereitungen folgt der Hauptteil des Beweises. Unter Verwen-
dung der Definitionen fiir + und - werden die geforderten FEigenschaften nach-
einander abgearbeitet. Auch wenn p + q bereits nach Definition ein Polynom
mit reellen Koeffizienten vom Grad < n ist, mufl das im Beweis erwdhnt wer-
den (sonst denkt noch jemand, dieser Punkt sei vergessen worden). Schreibar-
beit gehort dazu (insofern ist der Beweis oben nicht vollstindig. Neben 1-= p
missen auch alle anderen Aziome nachgerechnet werden!).

Ein Beweis endet mit einer Formulierung, die das Ende des Beweises anzeigt.
Ein Beweis muf$ keine Beispiele enthalten und sollte es auch micht. Beispiele
hat man sich méglicherweise iberlegt, um die Behauptung zu verstehen oder die
Beweisidee zu finden. Im Beweis sieht man davon nichts.

P, ist die Menge der reellen Polynome vom Grad < n. Im allgemeinen haben
zwei verschiedene Polynome aus Py, nicht den gleichen Grad. Diese Mdglichkeit
ist im Beweis eingeschlossen, denn als Koeffizienten a; kommt auch die 0 in
Frage.

Warnung: Die Multiplikation - in einem K-Vektorraum ist eine sog. duje-
re Verkniipfung, d.h. Elemente von V werden mit Elementen einer anderen
Menge (hier K) verkniipft. Eine innere Verknipfung auf V ist dagegen eine
Verkniipfung von zwei Elementen aus V. Die Additiion im Vektorraum ist ei-
ne innere Verknipfung. Man iberlege sich bitte, dafs die Multiplikation zweier
Polynome aus P, im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, d.h. das Ergebnis ist
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nicht immer ein Element aus P,.

Al. 2 Wenn (V,+,-) ein K-Vektorraum ist, dann ist V nicht leer.

L.1 2 Sei (V,+,:) ein K-Vektorraum. Nach (V3) ist (V,+) eine abelsche Grup-
pe. Nach den Gruppenaziomen existiert in (V,+) das neutrale Element. Darum
1st V' nicht leer.

K.1 2 Ok?

Definition 3 Ein Vektorraum, der nur das neutrale Element der Gruppe (V,+)
enthdlt, heifft Nullvektorraum. Das neutrale Element von (V,4) heifit als Ele-
ment des Vektorraums angesehen: Nullvektor und wird mit O bezeichnet.

Diese 0 darf man nicht verwechseln mit der 0 aus K. K ist ein Korper. Ein
Beispiel fiir einen Korper ist R, die Menge der rellen Zahlen. Ein Korper ist
eine Menge K mit Verkniipfungen + und -, fiir die (K, +) eine abelsche Gruppe
und (K \ {Ox},-) eine Gruppe ist. Jeder Kérper hat mindestens zwei Elemen-
te, ndmlich das neutrale Element der Addition und das neutrale Element der
Multiplikation. Diese werden mit 0 und 1 bezeichnet.

Es gibt einen Korper mit 2 Elementen, man nennt ihn Fo, sprich ,,F2¢.
Verkniipfungstabellen fiir Fs:

0 1
0 1 0
1 0 1

— o+

1
0
1

[esi e} New)

Fo ist auflergewohnlich, weil in ihm 1 4+ 1 = 0 gilt. Kérper mit dieser Eigen-
schaft nennt man ,, Kérper der Charakteristik 2“. Fo begegnet man im Studium
oft als Gegenbeispiel oder Ausnahme von der Regel. Immer wenn man etwas
fiir Vektorraume beweisen soll, mufl man sich iiberlegen, ob die Aussage auch
flir K = Fy gilt. Falls nicht fiihrt das zu Formulierungen wie ,,Sei V' ein K-
Vektorraum und K nicht von der Charakteristik 2, dann gilt ...“.

A1l. 3 In einem K-Vektorraum (V,4+,-) gilt 0-v =0 fir allev € V.

L.13 SeiveV. Esist nach (V4):0-v=(0+0)-v=0-v+0-v. Auflerdem
ist0-v=0+0-v. Es folgt 0-v=0.

K.1 3 Ja, die 0 steht an verschiedenen Stellen fiir verschiedene Nullen. Ich
schreibe nun Oy, wenn der Nullvektor gemeint ist und O fir die 0 aus K.
Dann lautet der Beweis:

Seiv € V. Es ist nach (V4): 0 -v = (0g +0x)-v =0g -v+0g -v. Aufflerdem
ist 0-v =0y + 0 -v. Es folgt O - v = Oy .
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Diesen subtilen Beweis muf$ ich noch weiter erldutern. Der Trick ist, dafi ein
geeigneter Ausdruck auf zwei verschiedene, erlaubte Weisen dargestellt wird.
Die beiden Darstellungen miissen gleich sein (‘miissen’ als Zwang nicht als For-
derung zu verstehen), also Oy +0x -v = O -v+0g -v. Wire Oy ungleich Ok - v,
dann konnte diese Gleichheit nicht gelten.

Al. 4 Jeder Untervektorraum ist ein Vektorraum.

L.1 4 Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. In
U seien + und - die durch die Addition und Multiplikation in V induzierten
Verkniipfungen von Elementen aus U.

Zeige, daf$ (U,+) eine abelsche Gruppe ist.

Nach (UV2) ist U abgeschlossen bzgl. der Addition. Das Assoziativgesetz und
das Kommutativgesetz gelten fiir Elemente aus U, weil sie fir Elemente aus V
gelten und U Teilmenge von V ist. Nach (UV1) ist U nicht leer.

Sei w € U. Nach (UV3) ist Oy = 0k -u € U. Oy ist das neutrale Element in
(V,+) und U enthdlt das neutrale Element.

Das inverse Element zu u € U liegt in U, denn nach (UV3) sind 1 - u und
(=1)-win U. Nach (UV2) ist dann die Summe 1-u+ (—1)-u aus U. u ist aus
V', also gilt nach (V3), daf§ 1-u+(=1)-u= (14 (-1))-u =0 -u = Oy. Damit
ist gezeigt, daf$ das (—1)-u das inverse Element zu u ist, und dieses auch in U
liegt. Damit ist (U, +) eine abelsche Gruppe.

Die Aziome (V?2) gelten fiir Elemente aus U, weil sie fiir Elemente aus V' gelten.
(U, +,-) erfillt die Definition des Vektorraums.

K.1 4 Alles klar?!

Von nun an sollte dem Leser klar sein, um welche Null es sich in welchem
Zusammenhang handelt und wir werden die verschiedenen Nullen nicht weiter
kennzeichnen.

A1l. 5 Der Nullvektorraum ist Untervektorraum jedes Vektorraums.

L.1 5 Es sind die Bedingungen aus der Definition des Untervektorraums zu
priifen.

Der Nullvektorraum ist nicht leer, denn er enthdlt den Nullvektor. Damit ist
(UV1) erfillt, denn 0, der Nullvektor, ist in jedem Vektorraum V enthalten,
weil (V,+) eine abelsche Gruppe ist.

Um (UV2) zu zeigen, seien w und v beliebig aus U. Weil U nur den Null-
vektor enthidlt ist (UV2) erfillt, wenn 0+ 0 = 0 gilt. Diese Eigenschaft ist aber
erfillt, weil 0 das neutrale Element aus der abelschen Gruppe (V,+) ist.

Seice K undu € U. Es ist u =0, denn andere Elemente enthdlt U nicht.
Zeige c-0€ U, d.h.c-0=0. Fiirc+#0 folgt: c-0=c-(0+0)=c-0+c-0.
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Auferdem (und andererseits) ist ¢-0 = 0+ ¢ - 0. Es erfillt also sowohl ¢ -0
als auch 0 die Funktion des neutralen Elements in (V,+). Weil das neutrale
Element in einer Gruppe eindeutig ist, gilt ¢- 0 = 0.

K.1 5 Frage: Ist die 0 wirklich in jedem Vektorraum enthalten? Handelt es
sich denn immer um dieselbe 07

Antwort: Ja, denn der Nullvektorraum ist hier ein Vektorraum ({0}, +,-) und
+ und - sind die Verkniipfungen, die in V gelten.

A1l. 6 Der Durchschnitt von Untervektorriumen eines K-Vektorraums ist ein
Untervektorraum.

L.1 6 SeiV ein K-Vektorraum. Seien Uy, ..., U, Untervektorriume von V. Der
Nullvektorraum ist Untervektorraum jedes Vektorraums (A1.5). Jeder Unter-
vektorraum ist ein Vektorraum (A1.4). Folglich enthalten alle Untervektorriume
den Nullvektorraum, und der Nullvektorraum ist darum im Durchschnitt der
Untervektorrdume enthalten. Folglich ist der Durchschnitt von Untervektorrdum-
en nicht leer und (UV1) ist erfiillt.

Seien u und v aus dem Schnittmenge der U;,i = 1,....,n. Dann gilt fir alle
i =1,....,n, daff u,v € U;. Die U; sind Untervektorrdume, das bedeutet nach
(UV2), dafi u+v € U; (fir allei =1,..,n). Da u+ v in allen U; enthalten ist,
ist es auch im Durchschnitt der U; enthalten. (UV2) ist damit erfiillt.

Mit analoger Argumentation zeigt man (UV3).

K.1 6 Im Beweis wird die Definition des mengentheoretischen Durchschnitts
verwendet. Man scheue sich nicht, die kleinsten Gedankenginge ausfiihrlich zu
beschreiben. Nur so zeigt man in der Ubung, dafi man die Hintergrinde wirklich
verstanden hat.

A1l. 7 Die Vereinigung von Untervektorrdumen eines K-Vektorraums ist i.a.
kein Untervektorraum.

L.17 Sei V= (R%+,.). Sei Uy = {v = (z,y) € R?|z +y = 0}.

Sei Uy = {v = (z,y) € R?|x—y = 0}. Zeige: W := Uy UUs ist kein Vektorraum,
denn die additive Verkniipfung ist im allgemeinen nicht in W. Es ist u; =
(1,-1) € Uy. Es ist ug = (1,1) € Us. Die Summe u; +u2 = (1,—1) + (1,1) =
(2,0) ist weder in Uy noch in Uy. Nach der Definition der mengentheoretische
Vereinigung enthdlt also W das Element (2,0) nicht. W ist kein Vektorraum.
Wenn W kein Vektorraum ist, dann ist W auch kein Untervektorraum.

K.1 7 Zum Beweis von Nicht-Aussagen geniigt schon ein Gegenbeispiel. Es
mifste noch gezeigt werden, dafi Uy und Uy Untervektorrdume sind.
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Alle diese Aufgaben haben das Ziel, daf§ die definierten Strukturen verstanden
werden und mit ihnen sicher umgegangen werden kann. Nicht zuletzt sind diese
Aufgaben typisch fiir die Uberlegungen, die man zu Beginn jeder Theorie mit
neuen Begriffen anstellt. Die Aufgaben enthalten keine Zahlen, und es wurde
nichts ausgerechnet.

In einem Vortrag vor Schiilern weist ein Professor auf die Unterschiede zwi-
schen Schule und Studium hin:

, Nie wird man Ihnen eine derartige Formel vorlegen und Sie bitten Zahlen
eitnzusetzen ...; auch Beispiele werden nur ganz selten vorgerechnet - ich habe
es vorhin gemacht, weil Sie das wohl von der Schule her gewdhnt sind ...; von
einem Mathematik-Studenten erwartet man, daf$ er sich selbst Beispiele tiber-
legt, ... .~

Aus ,Eine Gleichung und viele Ungleichungen“ von C.M. Ringel, Bielefeld.

Definition 4 Eine geordnete Kollektion von Vektoren (vy,va,...,vx) eines K-
Vektorraums V' heifst Familie von Elementen aus V.

Einv € V heifit Linearkombination einer Familie von Vektoren, wenn es Skala-
re ¢; aus K g¢ibt, die nicht alle gleich 0 sind, so daff v = c1-v1+co-vo+...+Cp V.

Eine Familie von Elementen eines K-Vektorraums V' heifit linear unabhdngig,
wenn der Nullvektor keine Linearkombination dieser Familie ist.

Ist eine Familie von Elementen aus V nicht linear unabhdngig, dann nennt man
ste linear abhdngig.

A1l. 8 Finde Beispiele fiir Familien von Vektoren des Vektorraums (Po,+,-)
die:

1. linear unabhdngig

2. linear abhdngig

sind.

L.1 8 Die Vektoren (1,x,22%) sind linear unabhingig, denn aus ¢y -1+ co -z +
c3-x2 =0 folgt ¢ = c3 = c3 = 0.

c1-14co-x+c3-2% = 0 bedeutet: das Polynom auf der linken Seite der Gleichung
ist gleich dem Nullpolynom. Das Nullpolynom ist iberall O, also fir alle x. Fin
Polynom ist nur dann dberall gleich 0, wenn alle seine Koeffizienten gleich 0
sind.

Die Vektoren (1,x,2 + 3x) sind linear abhingig, denn es ist ¢1 -1+ co - x +
c3 - (24 3x) =0 erfillt mit ¢y = 2,c9 = 3,c3 = —1.

K.1 8 P, ist schon aus Aufgabe (A1.1) bekannt. Hier geht es nicht darum
Nullstellen fiir Polynome zu finden. Die geforderte Gleichheit soll fiir alle x aus
R gelten, nicht nur fiir einige wenige.
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Obwohl die Mathematiker so genau sein wollen, verwenden sie doch stédndig
gleiche Symbole fiir verschiedene Dinge. Sie schreiben 0 und meinen mal die 0
aus K, mal den Nullvektor. Auch das + und das - haben nicht notwendig die
Bedeutung, die man von den reellen Zahlen kennt. Die folgende Aufgabe soll
das verdeutlichen:

A1l. 9 SeiV = P(n) die Potenzmenge einer n-elementigen Menge. Sei K = Fo,
der Korper mit 2 Elementen , in dem 14+1 =0 und 1-1 = 1 gilt. Definiere
fiir Elemente u aus V eine Multiplikation durch: 1-v = v und 0xv = (). Ist
(P(n),+,-) mit folgenden Additionen ein Vektorraum?

u+v:=uUv

u+v:i=uNnv

utv:=uUv—unv

Falls nein, sage warum?

Falls ja, bestimme alle linear unabhdingigen Familien von (P(n),+,-) firn = 3.

L.1 9 Probier es einmal selbst. Viel Zeit und ein wenig Suchen gehdren schon
dazu.

K.1 9 Solche Aufgaben sind wohl besonders verhafst, mufs man sich hier nicht
nur mit den erwarteten neuen Begriffen herumschlagen, sondern bekommft gleich
noch einige dazu (Fo). Manchmal sind die Ubungen eben eine Erweiterung der
Vorlesung. Andererseits: Wer garantiert im spdteren Beruf, dafl alle Begriffe,
auf die man stofit, schon bekannt sind?

Die erste Hiirde ist genommen. Die Begriffe Vektorraum, Untervektorraum und
Lineare (Un-)Abhdngigkeit sind uns nun begegnet und erste Aufgaben zu diesen
Begriffen konnten nachvollzogen werden.



