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1 Grundbegriffe und graphische Darstellungsmöglichkeiten in der Statistik

Bortz J. (1999), Bosch K. (1997), Henze N. (2000), Hudec & Neumann (1998b, 2000), Kütting H. (1994), Phillips J. L. (1997), Reichel H.-C. (1987).

2 Statistische Maßzahlen: Lagemaße und Streuungsmaße
Bortz J. (1999), Bosch K. (1997), Henze N. (2000), Hudec & Neumann (1998b), Kütting H. (1994), Phillips J. L. (1997).

3 Stichprobenziehung, Fragebogen- und Interviewstrategie, Statistische Planung
Atteslander P. (1995), Bosch K. (1997), Hudec & Neumann (1998c).
4 Fehler und Manipulationsmöglichkeiten in der Statistik
Hudec & Neumann (2000), Krämer W. (2002), Kütting H. (1994).

5 (fakultativ) Regression und Korrelation
Atteslander P. (1995), Bortz J. (1999), Bosch K. (1997), Fischer (1995), Fischer & Ponocny (1997), Hudec & Neumann (1998d), Krämer W. (2002), Kütting H. (1994), Reichel H.-C. (1987).

Lösungsteil

Detaillierte Angaben zur verwendeten Literatur finden sich im Literaturverzeichnis!

Regression und Korrelation


Aufgaben









5.0

1 Fasst die wesentlichen Ideen der Regressionsanalyse (Regressionsgerade, Korrelation) zusammen.

2 Demonstriert die einzelnen Schritte des Regressionsmodells und das Interpretieren der Ergebnisse anhand folgenden Datensatzes. Benutzt zur Berechnung das Programm EXCEL.

Ein Betrieb verwendet für die Personalselektion eine aufwendige Testbatterie, will diese jedoch durch eine kürzere Form ersetzen. Um die Beziehung zwischen Lang- und Kurz​form zu ermitteln, werden 12 Personen beide Testformen vorgelegt:


Wie kann man aus dem Punktescore der Kurzform (KF) einen Score für die Langform (LF) prognostizieren? Welchen Wert in der Langform erwartet ihr für eine Versuchsperson, die in der Kurzform einen Score von 33 erreicht? Soll die Firma die Langform durch die Kurz​form ersetzen? Berechnet dazu auch die Korrelation!

3 Vergleicht das Bestimmtheitsmaß mit der Produkt-Moment-Korrelation! Für welche Fragestellung ist welches Maß geeignet? Welche Unterschiede bestehen bezüglich des Wertebereiches, den beide Maße annehmen können? Was folgt daraus?

4 Diskutiert mit Gruppe 4 den Unterschied zwischen Korrelation und Kausalität!

5 Sucht im Programm EXCEL nach Formeln zur Berechnung von Regressionsko​effizienten und Korrelation!

Hinweise:
▬ Die Aufgaben (5.0) sind nicht zwingend in der gegebenen Reihenfolge zu bearbeiten!

Derart markierter Text (strichlierte Randlinie) kann ausgelassen bzw. übersprungen werden!

▬ Nützliche Seiten im Internet:

@ http://projects.smc.univie.ac.at/akos
@ http://www.google.at

(Bsp. für Suchbegriffe: „Korrelation“, „Korrelation und Kausalität“, „Regression“)

▬ Literaturhinweis:
Reichel, H.-C. (1987). Mathematik für Schule und Praxis. Band 1. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Wien: Hölder-Pichler-Tempsky.
Arbeitsauftrag

Erstellt für eure Mitschüler ein Thesenpapier (max. 2 Seiten) mit den für euch besonders wichtigen Inhalten zu eurem Thema! Als Orientierung dienen euch dabei die oben formulierten Arbeitsaufträge. Achtet bei der Erstellung eures Thesenpapiers darauf, jene Inhalte aufzunehmen, die euch für die Durchführung einer statistischen Erhebung und Auswertung wesentlich erscheinen!

Lineare Regression

Wir können die Statistik auch nach dem Gesichtspunkt gliedern, ob wir die Verteilung einer Variablen analysieren oder ob wir uns für das gemeinsame Wirken mehrerer Variab​len interessieren. An dieser Stelle befassen wir uns mit dem gemeinsamen Wirken zweier quantitativer Variablen (bivariate Verteilungen), genauer gesagt mit dem Entdecken von Zusammenhängen. Wir beobachten und vergleichen die Daten von zwei Variablen, die an ein und demselben Objekt gemessen wurden, z.B. Körpergröße und Gewicht, Leistung und Benzinverbrauch einer Automarke, Alter und Anzahl von Kindern etc. Wir suchen nun nach einer Möglichkeit (einem Werkzeug) zur Untersuchung funktionaler Zusammenhänge zwischen den Merkmalen. Hierbei beschränken wir uns auf das Modell des linearen Zusammenhangs zwischen zwei Merkmalen (lineare Regression) und werden dabei einen funktionalen Zusammenhang errechnen. Man muss sich allerdings immer vor Augen halten, dass es sich dabei um ein mathematisches Modell zur Abbildung und Beschreibung von Sachverhalten handelt. Wir können für zwei x-beliebige Merkmale den Zusammen​hang berechnen, ob dieser Sinn macht und wie dieser zu interpretieren ist, muss immer Anstrengung sachlogischer Überlegungen sein.

Hat man zwei Merkmale X und Y erhoben, so kann man die gemeinsame Verteilung mittels reeller Zahlenpaare (X, Y) darstellen. Die daraus resultierende Urliste ist von der Gestalt 
[image: image1.wmf])
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. Diese Zahlenpaare kann man in einem Streudiagramm (Punktwolke, Scatter-Diagramm) darstellen, welches ganz unterschiedlich aussehen kann und erste Aufschlüsse über die Art des Zusammenhangs liefert. In Abb. 1a-f sind einige unterschiedliche Scatter-Diagramme dargestellt.
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Abb. 1a-f

Im nächsten Schritt wird versucht, die Punktwolken durch mathematische Funktionen näherungsweise zu beschreiben. Dabei ist die Form des Zusammenhangs von Interesse, sofern dieser durch die Punktwolke nahe gelegt wird. Die Scatter-Diagramme in Abb. 1a und 1d lassen einen linearen Zusammenhang vermuten: Man könnte sich gut vorstellen, die Punktwolke durch eine Gerade zu beschreiben. Abb. 1c hingegen deutet auf einen quadratischen Zusammenhang hin, während jene in Abb. 1b auf keinen Zusammenhang zwischen den beiden dargestellten Merkmalen schließen lässt. Die Abb. 1e und 1f werden uns später beschäftigen.

Zunächst müssen wir festlegen, welches Merkmal die Einflussgröße (unabhängige Vari​able) und welches die Zielgröße (abhängige Variable) ist. Diese Festlegung beruht auf sachlogischen Überlegungen. Betrachten wir nochmals kurz die oben bereits beispielhaft angeführten Merkmale Körpergröße und Gewicht, Leistung und Benzinverbrauch einer Automarke sowie Alter und Anzahl von Kindern. Die unabhängigen Variablen werden in diesen Paarungen die Merkmale Körpergröße, Leistung und Alter sein, während die beeinflussten Größen die Merkmale Gewicht, Benzinverbrauch und Anzahl von Kindern sein werden.
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Abb. 2

Haben wir bestimmt, welches Merkmal in unserem (linearen) Regressionsmodell das abhängige und welches das unabhängige ist, so wollen wir im nächsten Schritt die Gerade, genauer gesagt deren Steigung und Schnittpunkt mit der 2. Achse berechnen. Die dahinter steckende Frage lautet: Wie kann man den vorliegenden Datenpunkten eine Gerade möglichst gut anpassen? Welches Kriterium gilt als „möglichst gut“? Da z.B. ein Anpassen nach Augenmaß für unser Verständnis nicht objektiv genug ist, wollen wir eine andere Vorgehensweise wählen: Wir bestimmen also jene Gerade, von denen die Summe der quadrierten Abweichungen der tatsächlichen Werte 
[image: image4.wmf]i

y
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Bemerkung: Man könnte als Kriterium auch die Summe der Abweichungen heranziehen, allerdings lässt sich hier dann keine eindeutige Gerade bestimmen. Eine weitere Möglich​keit wäre, die Summe der absoluten Abweichungen (Beträge!) zu minimieren, allerdings ergeben sich dabei erhebliche Schwierigkeiten bei der Berechnung.

Sei nun 
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 das (tatsächlich) erhobene Messwertepaar und 
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 jenes Paar, welches auf der Regressionsgeraden liegt (diese beiden Paare können auch übereinstimmen). Bezeichnen wir die Gerade mit 
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Für die Summe S der Quadrate erhalten wir daher:
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, eine zu minimierende Funktion in den beiden Variablen d und k. Die Lösung dieser so genannten Extremwertaufgabe geschieht mit Hilfe der Differentialrechnung (Stichwort: partielle Ableitungen), die hier nicht vorausgesetzt wird.

Zu den nun folgenden Begriffen arithmetisches Mittel, empirische Varianz und empirische Standardabweichungen erkundigt euch unbedingt bei Gruppe 2.

Wie in Abb. 2 eingezeichnet, liegt der Punkt 
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 (arithmetische Mittel) stets auf der Regressionsgeraden und wird auch als Schwerpunkt bezeichnet (diese Tatsache lässt sich bei der Herleitung der Formel, die sich im Lösungsteil befindet, leicht erkennen).

Für die Steigung k gilt:
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Unter Verwendung der Tatsache, dass 
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Für die empirische Varianz der x-Werte gilt: 
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. Diese Form der empirischen Varianz lässt sich ganz einfach aus deren Definition durch „Ausquadrieren“ herleiten (vgl. Gruppe 2). Erweitert man Zähler und Nenner in obigem Term für die Steigung mit 
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, so erhält man für die Steigung k:
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Führt im Sinne des Nachvollziehens dieser Umformungen die einzelnen Rechenschritte und Umformungen noch einmal selbst durch.

Bevor dieses Modell anhand eines Beispiels demonstriert werden soll, überlegen wir uns noch ein Maß für dessen Güte, welches uns einen Wert dafür liefern soll, wie gut die einzelnen Datenpunkte angepasst sind. Als gutes Maß erweist sich dabei das Verhältnis der Streuung des Merkmals Y zur Streuung der Schätzungen des Merkmals Y (jeweils um das arithmetische Mittel 
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 der erhobenen Daten, welches auf der Regressionsgeraden liegt), formal
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 (Bestimmtheitsmaß).

Dieser Wert kann maximal 1 sein, genau dann, wenn die Streuung der Schätzungen gleich der Streuung der erhobenen Daten ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn alle erhobenen Datenpunkte auf der Regressionsgeraden liegen (Datenpunkte und Schätzungen stimmen überein). Je weiter die Datenpunkte von der Geraden entfernt liegen, desto größer wird deren Streuung im Verhältnis zur Streuung der Schätzungen sein (überlege anhand von Abb. 3ab).
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Abb. 3ab

In Abb. 3a ist die Streuung der Datenpunkte 
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 um das arithmetische Mittel 
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 veranschaulicht, in Abb. 3b die Streuung der dazugehörigen Schätzungen 
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 von seinem Schätzwert 
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 nennt man Residuum, bezeichnet mit 
[image: image31.wmf]i

e

. Die Streuung der gemessenen Datenpunkte können wir auch als Gesamtstreuung des Merkmals betrachten, die durch viele Merkmale (Faktoren) bedingt wird. Sie setzt sich zusammen aus der Streuung der Schätzungen und der Streuung der Residuen. Die Streuung der Schätzungen wird auch als die durch die Regressionsgerade erklärte Streuung bezeichnet, die Streuung der Residuen ist hingegen der Teil der Varianz, den wir durch das Regressionsmodell nicht erklären können. So gesehen ist das Bestimmtheitsmaß der Anteil an erklärter Varianz an der Gesamtvarianz des Merkmals Y.

Die (lineare) Regression ermöglicht uns also, die Art und Beschaffenheit eines Zusammenhangs zwischen zwei (mehreren) Merkmalen zu schätzen. Durch die konkrete Angabe des funktionalen Zusammenhangs wird es auch möglich, fehlende oder zukünftige Werte zu schätzen bzw. zu prognostizieren. Hierbei ist allerdings Vorsicht geboten, da wir diese Schätzungen und Prognosen nur anhand des bereits vorliegenden Materials machen können (vgl. dazu das Kapitel Trends der Gruppe 4). Die Regressionsgerade könnte ganz anders beschaffen sein, wenn wir (auch nur wenige) zusätzliche Daten zur Verfügung haben.

Beispiel

Ein Mathematiklehrer möchte untersuchen, wie sich der Lernaufwand seiner Schüler auf die Punkte bei der Mathematikschularbeit auswirkt. Dabei erhebt er bei 13 Schülern folgende Daten (Lernaufwand in Stunden):

	Lernaufwand
	18
	4
	12
	10
	23
	10
	8
	17
	13
	16
	13
	7
	14

	Punkte bei SA
	29
	5
	19
	21
	26
	28
	16
	19
	14
	30
	18
	3
	11


(a) Zu welchem Schluss kommt er anhand der Daten?
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Das Bestimmtheitsmaß R2 von rund 0,43 besagt, dass ca. 43% der Streuung der Schular​beitspunkte durch den Lernaufwand erklärt werden können. Der restliche Teil der Streuung muss durch andere Faktoren erklärt werden, wie z.B. Intelligenz, Begabung, Mitarbeit während des Unterrichts etc. Die Geradengleichung besagt, dass pro Stunde Mehraufwand 1,12 Punkte mehr erreicht werden. Aufgrund des Bestimmtheitsmaßes lässt sich urteilen, dass die Regressionsgerade von mäßiger Güte ist.

(b) Welche Note ist bei einem Lernaufwand von 14 Stunden in etwa zu erwarten? (Notengebung: <15 Punkte: 5, 15-19 Punkte: 4, 20-23 Punkte: 3, 24-27 Punkte: 2, 28-30 Punkte: 1).

Um diese Frage beantworten zu können setzt man in die Geradengleichung für x den Wert 14 ein und erhält 19,84. Mit diesem Lernaufwand könnte ein Genügend oder auch ein Befriedigend erreicht werden.

Aufgaben









5.1

In Abb. 1f sind die Datenpaare von Frauen (Punkte) und Männern (Kästchen) getrennt eingezeichnet. Betrachtet man die Punktwolke insgesamt, so ist kein Zusammenhang zwischen den beiden dargestellten Merkmalen zu erkennen. Welche weitere Vorgehens​weise ist daher empfehlenswert? Welche Merkmale könnten auf diese Art und Weise verteilt sein?

Betrachtet noch einmal die Definition der Kovarianz! Wann wird sie einen hohen positiven Wert annehmen, wann wird sie nahe Null liegen und wann wird sie einen hohen negativen Wert annehmen? Was bedeutet dies inhaltlich? Versucht, die Richtung der Kovarianz (stark pos., pos., null, neg., stark neg.) für die Scatter-Diagramme in Abb. 1a-f anzugeben.

Abb. 1e zeigt ein Scatter-Diagramm der Punkteleistung auf zwei unterschiedliche Intelli​genztests. Kann anhand der Punktwolke vermutet werden, dass beide Tests dasselbe messen? Der Punkt in der rechten oberen Ecke markiert einen so genannten Ausreißer! Wie kann dieser interpretiert bzw. beschrieben werden? Wie wirkt er sich auf die Koeffi​zienten der Regressionsgeraden aus?

Korrelation

Der Korrelationskoeffizient ist ein Maß für die Sinnhaftigkeit der Regressionsgerade und auf das Engste mit dem oben besprochenen Bestimmtheitsmaß „verwandt“ (dazu später).

Das von uns gesuchte Maß soll angeben, wie stark die Punktwolke um die Regressionsge​rade zentriert ist. Dazu betrachten wir wieder zwei Merkmale X und Y. Wir bezeichnen X als die unabhängige und Y als die abhängige Variable. Vertauschen wir nun diese Zuord​nungen, so erhalten wir eine zweite Gerade, bei der X aus Y vorhergesagt wird. Liegen alle Punkte auf einer Geraden (perfekter Zusammenhang), so fallen diese beiden Geraden zusammen, ansonsten öffnen sie sich wie eine Schere mit dem Schnittpunkt 
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 immer weiter, je weniger die Merkmale X und Y miteinander zusammenhängen (korreliert sind).

Schematisch zusammengefasst:

X…unabhängige Variable




Y…unabhängige Variable

Y…abhängige Variable




X…abhängige Variable
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Bei einem exakten linearen funktionalen Zusammenhang gilt
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Je besser nun 
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Es gilt: 
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 (vgl. Definition der Kovarianz). Wie wir wei​ter unten sehen werden, ist diese Größe das oben bereits besprochene Bestimmtheitsmaß R2.

Aus Dimensionsgründen zieht man aus dieser Größe die Wurzel und definiert:
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, den Korrelationskoeffizienten (nach Bravais-Person).

Dieser (lineare) Korrelationskoeffizient wird auch als Produkt-Moment-Korrelation bezeichnet.

Der Wertebereich des Korrelationskoeffizienten liegt zwischen -1 und +1. Die Interpreta​tion des Koeffizienten und die dabei übliche Sprechweise sind in folgender Tabelle zusam​mengefasst:

	r
	Korrelation

	0
	keine (lineare) Korrelation; es kann andere Zusammenhänge geben.

	1
	perfekte Korrelation; steigende Werte der unabhängigen Variablen entspre​chen steigenden Werten der abhängigen Variablen.

	-1
	perfekte Korrelation; allerdings negative lineare Abhängigkeit; steigende Werte der unabhängigen Variablen entsprechen fallenden Werten der abhängigen Variablen

	0 bis 0,5
	schwache (positive) Korrelation

	0,8 bis 1
	starke (positive) Korrelation

	0 bis -0,5
	schwache (negative) Korrelation

	-0,8 bis -1
	starke (negative) Korrelation


Quelle: Kütting, H. (1994, S. 122)

Der Zusammenhang zwischen Bestimmtheitsmaß und Korrelationskoeffizienten ergibt sich folgendermaßen: Wir haben das Bestimmtheitsmaß als Anteil der Varianz der Schätzungen an der Gesamtvarianz des Merkmals definiert. Wir haben dabei die Streuung der Schätz​werte um das arithmetische Mittel 
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 der erhobenen Werte betrachtet, nicht aber die Streu​ung der Schätzungen um deren arithmetisches Mittel 
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(2), denn der Schwerpunkt 
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Daher gilt für 
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, und man erhält durch Kürzen und Vereinfachen
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Für die empirische Varianz der Schätzungen erhalten wir:
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Aus der empirischen Kovarianz 
[image: image61.wmf]2
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 (siehe oben), folgt insgesamt für die Streuung der Schätzungen: 
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Das Bestimmtheitsmaß, also der Anteil dieser Varianz an der Gesamtvarianz 
[image: image63.wmf]2
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 der y-Werte ergibt sich daher aus:
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Die Wurzel aus dieser Größe haben wir als die Produkt-Moment-Korrelation definiert. Dieser Koeffizient lässt sich auch als das geometrische Mittel aus den Steigungen der beiden Regressionsgeraden deuten (vgl.Gruppe 2): 
[image: image65.wmf]2
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 (siehe oben).

Am Ende des Kapitels sind noch einige wesentliche Bemerkungen zu machen: Es ist immer wichtig, sich vor Augen zu halten, dass es sich hier um ein mathematisches Modell handelt, welches einen linearen funktionalen Zusammenhang der Merkmale postuliert. Die Stärke des Zusammenhangs wird durch den Korrelationskoeffizienten ausgedrückt. Selbst wenn zwei Merkmale sehr hoch miteinander korrelieren, kann nicht auf eine kausale Abhängigkeit der beiden Größen geschlossen werden. Dies muss immer aus dem Sach​problem selbst gefolgert werden. Zwei Merkmale können allerdings auch nur scheinbar miteinander korrelieren. Das ist dann der Fall, wenn ein anderes – drittes – Merkmal die Korrelation bedingt bzw. genauer ausgedrückt, die Variation der beiden Merkmale beein​flusst. So steckt hinter der viel zitierten, hohen positiven Korrelation zwischen Geburten und Störchenanzahl keine kausale Abhängigkeit, vielmehr wird etwa die Variable „Urbani​sierung“ die Korrelation bedingen. Der Begriff der Scheinkorrelation ist allerdings sehr umstritten, da die Korrelation ja tatsächlich gegeben ist, der Zusammenhang muss aller​dings auch immer unter sachlogischen Aspekten beurteilt werden.

Aufgaben









5.2

Welches Skalenniveau ist Voraussetzung für die Berechnung der Produkt-Moment-Korre​lation? (vgl. Gruppe 1)

Was drückt das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten aus? Was dessen Betrag?

Bestimmt mögliche Korrelationskoeffizienten für die Punktwolken in Abb. 1a-f! Welche Überlegungen führten zu euren Schätzungen?











































EXCEL: Daten eingeben, Punktdiagramm erstellen, mit rechter Maustaste einen Datenpunkt anklicken, „Trendlinie hinzufügen“ wählen, im Menü Optionen „Gleichung im Diagramm darstellen“, „Bestimmtheitsmaß im Diagramm darstellen“ anklicken.
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Dieser Text wurde für Schüler österreichischer Gymnasien erstellt und weist daher diesbezügliche Besonderheiten auf.




































































Hinweis: Die jeweiligen Themengebiete sind unter dem Gesichtspunkt der Vollständigkeit der Inhalte zusammengestellt. Dabei kann die ausführliche, exemplarische Darstellung nicht immer gewährleistet werden. Es liegt daher im Ermessen des Lehrers bestimmte Teile gänzlich zu streichen, als auch Hilfestellung bei problematischen Inhalten anzubieten.
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