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In diesem Skriptum werden quadratische Gleichungen und einige mit ihnen zusam-
menhadngende Themen behandelt: die Formen und Typen, in denen sie auftreten;
wie sie gelst werden; wie sie dabei helfen, quadratische Polynome zu faktorisieren;
der Satz von Vieta, der einen schonen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
und den Losungen einer quadratischen Gleichung aufzeigt; und zur Abrundung
ein Beispiel einer Gleichung vierten Grades, die auf eine quadratische Gleichung
zurlickgefiihrt werden kann.

1 Formen und Typen quadratischer Gleichungen

Eine quadratische Gleichung in der Variable z ist eine Gleichung, die sich durch Aquivalenz-

umformungen in die Form
ar’ +br+c=0 (1.1)

bringen lasst, wobei die Koeffizienten a, b, und c festgehaltene reelle Zahlen! sind und zudem
a # 0 ist?. Auf der linken Seite steht ein Polynom zweiten Grades (ein quadratisches Poly-
nom) in der Variable z. Dessen Koeffizienten (Vorfaktoren) sind a (# 0), b und ¢. So kann
beispielsweise die Gleichung

322420 —T=2"—4r+1 (1.2)
durch Subtraktion der rechten Seite von beiden Seiten (eine Aquivalenzumformung!) in

227 +6x—8=0 (1.3)

1 Wir beschrinken uns in diesem Skriptum auf quadratische Gleichungen im Rahmen der reellen Zahlen.
Man kann a, b und ¢ auch aus der erweiterten Zahlenmenge der komplexen Zahlen wahlen — das werden wir in
diesem Skriptum aber nicht tun. Auch als Grundmenge der hier betrachteten Gleichungen wird, sofern nichts
anderes dazugesagt ist, die Menge der reellen Zahlen gewahlt.

2Ist a = 0, so handelt es sich um eine lineare Gleichung.
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umgewandelt werden. Wenn Sie sich nicht ganz sicher sind, wie (1.3) aus (1.2) entsteht, gehen
Sie das folgende ,, Protokoll“ Schritt fiir Schritt durch:

322 42x—7 =2 —4x+1 | —a?

202+ 22 -7 = —4z+1 | +4x 14
222 +6x—7 =1 | —1 (1.4)
202 +62—-8 =0

Die neue, vereinfachte Gleichung (1.3) ist zu (1.2) dquivalent, und sie ist nun von der Form
(1.1) mit a = 2, b = 6 und ¢ = —8. Zur Erinnerung, was eine Gleichung ist: (1.3) stellt die
Frage dar, ob es eine oder mehrere reelle Zahlen z gibt, fiir die 222 + 62 — 8 = 0 gilt, und,
falls ja, um welche Zahl(en) es sich dabei handelt.

Die Koeffizienten einer quadratischen Gleichung konnen, wie gesagt, beliebige reelle Zahlen
sein (mit der einzigen Einschrinkung, dass a # 0 ist). Um den Umgang mit quadratischen
Gleichungen zu lernen, werden oft (wie auch in diesem Skriptum) vorwiegend Beispiele her-
angezogen, bei denen die Koeffizienten ganzzahlig sind. Das soll lhnen helfen, sich auf die
wesentlichen Aspekte zu konzentrieren, muss aber in praktischen Anwendungen nicht unbe-
dingt der Fall sein. Weiters werden wir die Variable meist mit dem Symbol x bezeichnen, was
keineswegs verpflichtend ist>.

Werden beide Seiten einer quadratischen Gleichung der Form (1.1) durch den Koeffizienten
des fiihrenden Glieds, d.h. durch a, dividiert (was eine Aquivalenzumformung ist, daa # 0
ist), so nimmt sie die Form

2’ +pr+q=0 (1.6)

an, wobei nun die Koeffizienten p und ¢ reelle Zahlen sind*. Der Koeffizient von 22 ist gleich 1.
Quadratische Gleichungen werden oft in dieser Form angeschrieben — sie wird Normalform der
quadratischen Gleichung genannt®, da sie (unabhingig davon, wie die urspriingliche Gleichung
ausgesehen hat) eindeutig ist®. Werden beispielsweise beide Seiten von (1.3) durch 2 dividiert,
so ergibt sich

?+3r—4=0 (1.7)

als ihre Normalform. Die Gleichungen (1.2), (1.3) und (1.7) sind zueinander dquivalent, da sie
mit Hilfe von Aquivalenzumformungen ineinander verwandelt werden konnen. Sie haben alle
die gleiche Lésungsmenge.

Haben wir es mit der Gleichung
327 +4x+7=0 (1.8)

3 Um diese beiden Punkte zu illustrieren:

5 2 2w 23mV2

e Y
ist eine quadratische Gleichung in der Variable w (,Omega") mit den (nicht-ganzzahligen) Koeffizienten a =

3 p_ _ 2 _ 237m/2
™, b= 7undcfi24 .

4 Es gilt dann p = g und g = £.

®Man nennt sie auch die pg-Form, wihrend (1.1) als abc-Form bezeichnet werden kann.

6In diesem Sinn lasst sich jede quadratische Geichung — bis auf Aquivalenzumformungen, die ja die
Losungsmenge nicht verdandern — durch zwei Zahlen p und ¢ charakterisieren.

0 (1.5)
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zu tun (sie ist vom Typ (1.1) mit a = 3, b =4 und ¢ = 7), so kann sie (indem beide Seiten
durch 3 dividiert werden) in die Normalform

4 7
2

- _ 1.
ZL‘+3ZE+3 0 (1.9)

gebracht werden (also auf die Form (1.6) mit p = % und g = g) Das zeigt einen moglichen

Nachteil der Normalform auf: Wahrend die Koeffizienten in (1.8) ganze Zahlen sind, treten
in (1.9) Bruchzahlen auf. Welche dieser beiden Formen als die einfachere betrachtet werden
soll und sich besser zum Weiterrechnen eignet, ist in gewisser Weise Geschmackssache (und
im konkreten Fall Ihnen iiberlassen). Allgemeinen Uberlegungen wird meist die Normalform
zugrunde gelegt, da es hier nur zwei frei zu wahlende Koeffizienten p und ¢ gibt, wahrend es
in der Form (1.1) mit a, b und ¢ drei sind.

Ein besonders einfacher Typ quadratischer Gleichungen ist dadurch charakterisiert, dass der
Koeffizient der ersten Potenz von x gleich 0 ist, d.h. dass b = 0 in (1.1) bzw. p = 0 in (1.6)
ist. Ein Beispiel:

2% -5 =0. (1.10)

Ein anderer einfacher Typ ist dadurch charakterisiert, dass das konstante Glied verschwindet,
d.h. dass ¢ =0 in (1.1) bzw. ¢ = 0 in (1.6) ist. Ein Beispiel:

42° + 32 =0. (1.11)

Bevor wir quadratische Gleichungen ganz allgemein betrachten (und I6sen), sehen wir uns zum
Aufwérmen diese beiden einfachen Typen ndher an.

2 Quadratische Gleichungen vom Typ a 2?4 c =0

Eine quadratische Gleichung, in der der Koeffizient der ersten Potenz der Variable x verschwin-
det, ist leicht zu |6sen. Betrachten wir als Beispiel die Gleichung

2? —9=0. (2.1)

Da wir 9 als 32 schreiben kénnen, folgt mit Hilfe der dritten binomischen Formel 22 — 9 =
(x + 3) (x — 3). Gleichung (2.1) besagt daher nichts anderes als

(z+3)(z —3) = 0. (2.2)

Ist x eine Losung, so bedeutet das, dass das Produkt der beiden Zahlen z + 3 und =z — 3
gleich 0 ist. Nun kann das Produkt zweier Zahlen nur dann O sein, wenn (zumindest) eine
von ihnen gleich 0 ist. Daher gilt entweder z +3 = 0 (d.h. z = —3) oder x — 3 = 0 (d.h.
x = 3). Die Probe ergibt, dass sowohl —3 als auch 3 die Gleichung erfiillen, da (—3)? = 3* =9
gilt. Die Gleichung (2.1) besitzt daher (genau) zwei Lésungen, —3 und 3, die wir durch die
Schreibweise +3 (ausgesprochen , plus-minus 3") zusammenfassen kénnen. Die Losungsmenge
ist L ={-3,3}.
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Wir kénnen Gleichung (2.1) auch in der Form
> =9 (2.3)

anschreiben. Ist dann x nicht gleich der Wurzel aus 97 Wie das Argument, das zur Losungsmenge
gefiihrt hat, zeigt, kann man hier nicht einfach z = v/9 = 3 schlieBen, sondern muss auch die
negative Losung, d.h. die Mdglichkeit, dass z = —/9 = —3 ist, beriicksichtigen.

Diese letzte Beobachtung ist sehr wichtig! Ganz allgemein gilt: Ist d eine positive Zahl, so
folgt aus 22 = d, dass entweder 2 = v/d oder z = —v/d. Es gilt auch die Umkehrung: Sowohl
das Quadrat von v/d als auch jenes von —v/d ist gleich d. Formal angeschrieben gilt also fiir
jedes d > 0:

?=d & x=-Vd oder z=d. (2.4)

Merken Sie sich das bitte! Einer solchen Situation werden wir auch bei der Behandlung der
allgemeinen quadratischen Gleichung begegnen.

Ein anderes Beispiel des Typs a 2% + ¢ = 0 ist die Gleichung
2 +9=0. (2.5)

Fiir sie tritt ein anderer Losungsfall ein: Da 22 > 0 fiir jedes reelle z, kann 22 +9 nicht 0 sein.
Daher besitzt die Gleichung (2.5) keine Losung. Die Losungsmenge ist leer: L = { }.

Als drittes Beispiel des Typs a x? + ¢ = 0 betrachten wir die Gleichung
z? = 0. (2.6)

Ist 22 = 0, so muss 2 = 0 sein. Diese Gleichung besitzt daher nur eine einzige Lésung, namlich
0. Die Losungsmenge ist L = {0}.

Die drei Beispiele (2.1), (2.5) und (2.6) stecken ab, welche Ldsungsmengen uns bei Gleichungen
der Form a 2% 4+ ¢ = 0 begegnen kdnnen: Es kann zwei, eine oder gar keine Lésung geben.

In den bisherigen Beispielen war zwar a = 1, aber auch wenn a # 1 ist, kdnnen wir eine solche
Gleichung leicht 16sen. Haben wir etwa die Gleichung

222 -9 =0 (2.7)

vor uns, so dividieren wir beide Seiten durch 2 und erhalten

9
2_Z =0 2.8
-3 (28)

Daher gibt es zwei Lésungen’: z = j:\/g = i\% = j:%i. Die Losungsmenge ist L =

{_M 3v2

¥=,>v=}. Die Losungen sind nun irrationale Zahlen. Wir geben sie am besten in der

"Im letzten Schritt wird , der Nenner rational gemacht”. Da (\@)2 = V2.2 = 2 ist, kdnnen wir

% = ﬂﬁﬁ = ? schreiben. Merken Sie sich diesen Trick!
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symbolisch-exakten Form an. Sollten Sie (etwa im Rahmen einer praktischen Anwendung) Zah-
lenwerte in Dezimaldarstellung benétigen, so berechnen Sie (etwa mit dem Taschenrechner)
numerische Naherungswerte mit einer der Anwendung angemessenen Genauigkeit, beispiels-
weise %ﬁ ~ 2.12. Sie kdnnen dann die Lésungen niherungsweise in der Form = ~ +2.12
angeben.

Wir fassen unsere bisherigen Erkenntnisse zusammen: Fiir eine Gleichung der Form a z%4-c = 0
(mit a # 0, was immer vorausgesetzt ist) tritt stets einer der folgenden Losungsfalle ein:

e Ist ¢ # 0 und haben a und ¢ verschiedene Vorzeichen, so gibt es (genau) zwei Lésungen,
namlich x = +,/—%.
e Ist ¢ =0, so gibt es (genau) eine Lésung, namlich z = 0.

e Ist ¢ # 0 und haben a und c das gleiche Vorzeichen, so gibt es keine Losung.

3 Quadratische Gleichungen vom Typ a2? + bz =0

Eine Gleichung vom Typ az? + bx = 0 (mit a # 0) kann durch Herausheben eines Faktors
auf der linken Seite in der Form
z(ax+b)=0 (3.1)

angeschrieben werden. Ist = eine Losung, so bedeutet das, dass das Produkt der beiden Zahlen
x und az+ b gleich 0 ist. Wieder verwenden wir die Tatsache, dass das Produkt zweier Zahlen
nur dann 0 ist, wenn (zumindest) eine von ihnen gleich 0 ist. Daher gilt entweder = 0 oder
ar+b=0(dh. z= —g) Haben Gleichungen dieses Typs daher stets zwei Losungen? Nicht
immer! Aufgepasst:

e Ist b # 0, so gibt es tatsachlich zwei Lésungen (ndmlich 0 und —g)

e Ist aber b = 0, so ,fallen die beiden Losungen zusammen®, d.h. es gibt dann nur eine
einzige Losung, namlich 0.

Hier ein Beispiel: Um die Gleichung 722 + 32 = 0 zu I6sen, schreiben wir sie in der Form
z(Tz+3)=0 (3.2)

an, woraus unmittelbar folgt, dass entweder z = 0 oder 7z + 3 = 0 (also z = —2) gilt. Die
beiden Lésungen sind daher 0 und —2. Die Lésungsmenge ist L = {—2,0}.

4 Allgemeine quadratische Gleichungen und die , kleine
Losungsformel”

Nachdem wir uns nun anhand zweier einfacher Typen quadratischer Gleichungen iiber die
auftretenden Losungsfalle orientiert haben, kommen wir zur allgemeinen Form (1.1) bzw. (1.6)
zuriick. Wie konnen solche Gleichungen gelost werden? Betrachten wir zunachst das Beispiel
(1.7)

2?4+ 3z —4=0. (4.1)
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Koénnen wir hier in irgendeinem Sinn , die Wurzel ziehen"? Dazu miissten wir die linke Seite
oder einen Teil der linken Seite als Quadrat schreiben. Hier kommen uns die binomischen
Formeln zu Hilfe. Machen wir einen Versuch:

(x+3)?2=2+6x+9. (4.2)

Dieser Term beginnt mit 22 + 6 x, aber wir hitten gern einen Term, der mit 2% + 3 2 beginnt.
Also zweiter Versuch: )
3 9 9
-] = 3 -. 4.3
(x + 2) 2"+ 32+ 7 (4.3)
Bingo! Diese Identitat weist uns den Weg: Wir addieren zunachst 4 zu beiden Seiten von (4.1),
um die 4 auf die rechte Seite zu bekommen:

2?4+ 32 = 4. (4.4)

9

Um nun auf der linken Seite einen Summanden 2 zu bekommen, addieren wir® auf beiden

Seiten % und erhalten

|

9 9
2
3 - =4+ - 45
i+ 3wt =44 (4.5)
oder, mit vereinfachter rechter Seite,
9 25
2
3 - = — 4.6
x°+3x+ 1 1 (4.6)

Die linke Seite kénnen wir nun mit (4.3) als Quadrat schreiben:

(x—i—%)Q:%. (4.7)

Diese Gleichung, die dquivalent zu (4.1) ist, besagt, dass das Quadrat von x —l—% gleich 24—5 ist.
Nun erinnern wir uns an die frither gemachte Beobachtung (2.4), und es wird klar, warum sie
fiir quadratische Gleichungen ganz allgemein wichtig ist. Denn mit ihrer Hilfe folgt, dass :p+%

entweder gleich der Wurzel aus 2, also 2, oder minus der Wurzel aus 22, also —2 ist. Wir
schreiben das in der Form 3 5

T+ - ==x= 4.8

+t5=%5 (4.8)

an, wobei das doppelte Vorzeichen als ,,entweder 4+ oder —" zu lesen ist. Subtrahieren wir auf

beiden Seiten 2, so erhalten wir mit

3 O
=4 - 4.9
r=—gEg (4.9)
zwei Losungen, namlich
3 5 8
=————-=——=-4 4.1
T 5 9 5 ( O)

8 Diese Methode heiBt , Erginzen auf ein vollstindiges Quadrat”, da 22 + 3z um % auf das vollstandige

Quadrat (:z: + %)2 erganzt wird.
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und 5 5 9
—_ 242 _Z_1 411
T (4.11)
Insgesamt haben wir also gezeigt: Ist = eine Losung von (4.1), so ist entweder x = —4 oder

x = 1. Wenn Sie die Argumentation noch einmal Schritt fiir Schritt genau durchgehen, so
erkennen Sie, dass sich alle Schritte riickgdngig machen lassen. Daher haben wir die (beiden)
Losungen gefunden. Die Lésungsmenge ist L = {—4,1}.

Dieses Verfahren kann auch auf die allgemeine Normalform (1.6) der quadratischen Glei-
chung angewandt werden, wobei sich aber beim “Wurzelziehen” auch andere Losungsfille
ergeben konnen. Wir beginnen die Argumentation fiir den allgemeinen Fall ganz analog zum
vorigen Beispiel und schreiben zunachst die binomische Formel

2 2
(w%—%) :x2+px+pz (4.12)

an. Dieser Ausdruck beginnt genau mit dem Term 2 + px, der auch in der allgemeinen
Normalform (1.6) aufscheint! Wenn wir also (1.6) durch Subtraktion von ¢ in die Form

P +pr=—q (4.13)

bringen, auf beiden Seiten %2 addieren und (4.12) verwenden, erhalten wir die zu (1.6)
aquivalente Gleichung

Py _ P 414

(r+5) =T -0 (4.14)

Bisher ist alles ganz analog zum zuvor diskutierten Beispiel (4.1) verlaufen. Hier jedoch miissen
. - .. .. - - - 2 - - - -

wir drei Losungsfalle unterscheiden: Die rechte Seite, Z- — ¢, die sogenannte Diskriminante

der Gleichung, kann positiv, 0 oder negativ sein:

e Fall %2 —q>0:
In diesem Fall kénnen wir die , Wurzel ziehen*, miissen aber — siehe wieder (2.4)! — auch
die negative Losung beriicksichtigen. Es gilt dann

P p?
=4/ —q, 4.15
x+2 T ( )

wobei das doppelte Vorzeichen als ,,entweder + oder —" gelesen werden muss. Daher

gibt es zwei Losungen
p P’
S T F— 4.16
T1,2 5 1 q ( )

wobei z; mit einem der beiden Vorzeichen und x5 mit dem anderen berechnet wird.
2
o Fall & — ¢ =0:

In diesem Fall reduziert sich unsere Gleichung auf (Jc + §)2 = 0, woraus folgt z+% = 0.
Daher gibt es nur eine Losung,

rT=—=. (4.17)
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o Fall Z — g <0:
In diesem Fall impliziert unsere Gleichung, dass das Quadrat von x + g negativ sein
miisste. Da ein Quadrat (im Rahmen der reellen Zahlen) aber nicht negativ sein kann,
gibt es keine Losung.

Damit haben wir nicht nur die drei méglichen Lésungsfalle gefunden, sondern mit (4.16), der
sogenannten kleinen Losungsformel, einen handlichen Ausdruck fiir die zwei Losungen, die
im Fall positiver Diskriminante existieren.

In der Praxis wird nicht zuerst das Vorzeichen der Diskriminante bestimmt, sondern (pragma-
tisch) sogleich p und ¢ in die kleine Lésungsformel (4.16) eingesetzt. Die Diskriminante ist
dann die Zahl, die unter dem Wurzelzeichen steht. Ist sie positiv, so gibt es zwei Losungen. Ist
sie 0, so fallen die beiden Losungen zusammen, und es gibt nur eine Losung. Ist sie negativ,
so gibt es keine Losung.

Wir exerzieren das anhand einiger Beispiele durch:

e Wir betrachten die bereits oben ausfiihrlich behandelte Gleichung (4.1)
?+3r—4=0 (4.18)

und Iésen sie nun durch Einsetzen in die kleine Losungsformel. Dazu lesen wir p = 3
und ¢ = —4 ab und berechnen

xu_——i¢§:Z———ivti_———i¢_- . (419)

Es gibt also zwei Losungen, z; = —5 - = —5 = —4 und x5 = —= —|— 2 = 1.
Die Lésungsmenge ist L = {—4,1}. D|eses Ergebnls haben wir bereits fruher durch
Ergdnzen auf ein vollstindiges Quadrat erhalten. Der gesamte Losungsweg, der sich
zuvor von (4.1) bis (4.9) erstreckt hat, wird unter Benutzung der kleinen Losungsformel

in (4.19) nun in einer einzigen Zeile vollzogen!

e Um zu verdeutlichen, dass die Losungen quadratischer Gleichungen nicht immer,,schone’
ganze Zahlen sind, betrachten wir die Gleichung

2 +3r—1=0, (4.20)

Mit p = 3 und ¢ = —1 ergeben sich die zwei Losungen

3 9 3 13 -3+ 13
2=y 2 A 2 (4.21)
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass /12 = Y12 jst.

e Unser drittes Beispiel ist die Gleichung

2+ 6z+9=0. (4.22)
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5

Wir lesen p = 6 und ¢ = 9 ab und schreiben mit diesen Werten die kleine Lésungsformel
9
an

6 /62 /36
$1,2=—§i Z_9:_3j: Z—9z—3ﬂ:\/9— =-3+0=-3. (4.23)

Sehen Sie, was passiert ist? Unter dem Wurzelsymbol hat sich 0 ergeben (d.h. die
Diskriminante ist gleich 0), und daher gibt es nur die Lésung x = —3. Die Lésungsmenge
ist L = {—3}. Wenn einem aufféllt, dass die linke Seite von (4.22) nach der ersten
binomischen Formel nichts anderes als (z + 3)? ist, dann ergibt sich diese Lésung auf
einfachere Weise: (z + 3)? = (0 besagt das Gleiche wie z + 3 =0, also x = —3.

Unser viertes Beispiel ist die Gleichung
2 —3x+4=0. (4.24)

Wir lesen p = —3 und ¢ = 4 ab und schreiben mit diesen Werten die kleine Lésungsformel

an:
3 3 3 9 3 7
Y S Y SR Y S 42
11275 4 2 1 2 1 (4.25)

Jetzt konnen wir aufhéren, denn unter dem Wurzelsymbol steht eine negative Zahl (d.h.
die Diskriminante ist negativ). Daher besitzt diese Gleichung keine reelle Lésung. Die
Losungsmenge ist leer: L = { }.

Die ,,groBBe Losungsformel*

Ist eine quadratische Gleichung nicht in Normalform (1.6), sondern in der Form (1.1) mit
a # 1 gegeben, so gibt es zwei Moglichkeiten:

e Erste Moglichkeit: Die Gleichung wird durch Division beider Seiten durch a in die Nor-

malform gebracht, und es wird die kleine Losungsformel (4.16) angewandt.

o Zweite Moglichkeit: Es wird die sogenannte groBe Losungsformel

b+ Vb —4ac
Ti12 = %a (51)

benutzt. Sie ergibt sich aus der kleinen Losungsformel (4.16), indem p =
gesetzt wird:

2 2
N Y O T T

2 _ N/ -
_ _ii,/—b 4ac:_ii—b 4ac: (5.2)
2a 4 a2 2a 2a

b+ Vb2 —-4dac
2a '

a

% Dass die Schreibweise 1 > hier eigentlich nicht gerechtfertigt ist, da es ja nur eine Lésung gibt (was wir

aber erst danach bemerken), nehmen wir bei dieser schnellen Lésungsmethode in Kauf.
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Als Diskriminante, die iiber die Anzahl der Lésungen entscheidet, dient nun die Kom-
bination b?> — 4ac. (Bei genauer Betrachtung dieser Rechnung wird lhnen vielleicht
aufgefallen sein, dass in der zweiten Zeile im Nenner die Wurzel aus 4 a* gezogen wur-
de. Je nach dem Vorzeichen von a ist v/4 a2 entweder 2a oder —2a. Wir haben dafiir
einfach 2 a geschrieben, da vor dem betreffenden Bruch ohnehin das Doppelvorzeichen
+ steht.)

Sollen wir nun beispielsweise die Gleichung
322 22 -7=0 (5.3)

|6sen, so ist die Benutzung der groBen Losungsformel eine Option: Mit @ = 3, b = —2 und
¢ = —T7 berechnen wir

—(=2)++/(-2)2-4-3-(-7) 2+£+88 1+V22
2.3 6 3
wobei zur Vereinfachung benutzt wurde, dass V88 = /422 = 21/22 gilt.

(5.4)

T12 =

Die beiden Lésungsformeln (von denen Sie zumindest eine auswendig kennen sollten) kdnnen
auf alle quadratischen Gleichungen angewandt werden. |hre Anwendung auf Gleichungen vom
Typ az? + ¢ =0 und ax® + bx = 0, die wir bereits besprochen haben, bedeutet allerdings,
mit Kanonen auf Spatzen zu schieBen.

6 Ein praktisches Beispiel

Als praktisches Anwendungsbeispiel einer quadratischen Gleichung gehen wir von der Faust-
formel fiir den — in Meter gemessenen — Anhalteweg beim Autofahren
v? 3w
Anhalt = — 4+ —
nhalteweg 100 + 10
aus. Dabei ist v die in km/h angegebene Geschwindigkeit beim Erkennen eines Hindernisses.
Bei welcher Geschwindigkeit ist der Anhalteweg gleich 40 m? Die Geschwindigkeit, fiir die das
der Fall ist, muss die Gleichung

(6.1)

v? 3v

100 + 0= 40 (6.2)
erfiillen — das ist unser Beispiel einer in der Praxis auftretenden quadratischen Gleichung!
Die Variable heit jetzt v, was uns aber nicht storen sollte. Als Grundmenge legen wir die
Menge R* aller positiven reellen Zahlen fest (da eine negative Losung keine Bedeutung fiir
die Fragestellung hatte). Um die Gleichung (6.2) zu I6sen, schreiben wir sie zundchst gemaB
dem folgenden , Protokoll” in die Normalform um:

v2 3v
Zo+3u =40 | -100
v? 4300 = 4000 | —4000 (6.3)

v? +30v — 4000 = 0
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Da nur Aquivalenzumformungen verwendet wurden, hat die letzte Gleichung die gleiche Lésungs-
menge wie (6.2). Nun konnen wir die kleine Lésungsformel (mit p = 30 und ¢ = —4000)
anwenden:

30 /302
Vg =—— % Ve + 4000 = —15 £ /225 + 4000 = —15 £ V4225 = =15+ 65. (6.4)

2
Damit ergeben sich v; = —15 — 65 = —80 und v = —15 4+ 65 = 50. Da v; nicht in der
Grundmenge liegt, bleibt vy als einzige Losung des Problems iibrig: Damit der Anhalteweg
40m ist, muss die Geschwindigkeit 50 km/h betragen. Soll etwa durch eine Geschwindigkeits-
beschrankung erreicht werden, dass der mit der Faustformel berechnete Anhalteweg 40 m nicht
tibersteigt, so muss die zuldssige Hochstgeschwindigkeit mit 50 km /h festgesetzt werden.

7 Faktorisierung quadratischer Polynome

Im Zuge verschiedenster Berechnungen kann es niitzlich sein zu wissen, ob (und wie) sich ein
Polynom zweiten Grades (ein quadratisches Polynom) als Produkt von Linearfaktoren (d.h.
als Produkt von Polynomen ersten Grades) schreiben ldsst. Um ein Beispiel fiir eine solche
Situation anzufiihren, stellen wir uns vor, in einer Anwendung tritt die Notwendigkeit auf, den
Bruchterm )

x4+ 3x—4 (7.1)
z—1
zu vereinfachen. Auf den ersten Blick ist nicht ersichtlich, ob man hier kiirzen kann. Nun lasst
sich der Zahler aber als Produkt zweier Linearfaktoren schreiben:

P+ 3r—4=(v+4)(x—1). (7.2)
(Rechnen Sie nach!) Damit kénnen wir tatsachlich vereinfachen:

24324 4 —1
vHde—4 (-l _ oy (7.3)
r—1 z—1

was fiir alle z # 1 gilt!®. Damit ist die Niitzlichkeit der Faktorisierung quadratischer Polynome
illustriert. Aber welche Bewandtnis hat es mit der Identitit (7.2)? Wie kénnen wir eine solche
Faktorisierung finden? Wir machen zunachst eine Beobachtung: Der Zahler des Bruchterms
in (7.1) ist genau das Polynom, das in der quadratischen Gleichung (4.1) bzw. (4.18), die
wir bereits (mit zwei verschiedenen Methoden) geldst haben, auftritt. Die Losungen dieser
Gleichung sind —4 und 1, und diese beiden Zahlen treten (mit dem umgekehrten Vorzeichen)
in den Linearfaktoren in (7.2) auf!

Hierbei handelt es sich um einen allgemeingiiltigen Zusammenhang. Er lautet:
e Besitzt die quadratische Gleichung 22 + px + g = 0 zwei Lésungen x; und x5, so gilt

P tprtqg=(v—x) (- 29). (7.4)

10 Fiir 2 = 1 reduziert sich der Bruchterm auf J, ist also nicht definiert.
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e Besitzt die quadratische Gleichung 22 4+ px + ¢ = 0 nur eine Lésung z;, so gilt!!
P +pr+q=(v—m:)° (7.5)

e Besitzt die quadratische Gleichung 22 + px + ¢ = 0 keine Lésung, so lisst sich das
Polynom 22 4 px + ¢ nicht als Produkt von Linearfaktoren schreiben®?.

Diese Aussagen konnen durch eine Rechnung und ein kleines Argument bewiesen werden:

Beweis: In den ersten beiden Fillen s2ind die Losungen durch die kleine Losungsformel
gegeben, wobei die Diskriminante % — ¢ im ersten Fall positiv, im zweiten Fall
gleich 0 ist. Wir fassen beide Falle zusammen: Mit

2

§+ p——q (7.6)

—4/——q und x9=— 1

berechnen wir
o) @—m) = (24 24 B g ) (a4 22 —g). @7
2 4 2 4

Mit Hilfe der dritten binomischen Formel'3 formen wir dies zu

(5~ (50

um, multiplizieren das Quadrat aus und erhalten

P
x2+px+z—z+q:x2+px+q. (7.9)
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass (v — x1) (z — z2) = 2* + px + ¢ gilt.

Gibt es nur eine Lésung, so ist x5 = x1 und daher (z — 1) (v — x5) = (v — 1)

Zuletzt betrachten wir den Fall, dass die Gleichung 22 4+ px + ¢ = 0 keine Lésung
besitzt. Wire es moglich, 224 p x+q als Produkt von Linearfaktoren zu schreiben,
d.h. als Produkt der Form (x — Zahly) (z — Zahly), so waére es fiir z = Zahl; und
fiir x = Zahly gleich 0, was der Annahme widerspricht, dass es keine Zahl x gibt,
fiir die 22 + px + ¢ = 0 gilt. Daher kann es in diesem Fall keine Faktorisierung
geben.

11 Dieser zweite Fall ist gewissermaBen ein Spezialfall des ersten, wenn die beiden Lésungen zusammenfallen.

12 Djese Aussage gilt nur im Rahmen der reellen Zahlen, auf die wir uns in diesem Skriptum beschrinken. Im
Rahmen der erweiterten Zahlenmenge der komplexen Zahlen besitzt jede quadratische Gleichung zumindest
eine Losung, sodass dieser dritte Fall dann nicht auftritt.

13 Wir denken uns die dritte binomische Formel in der Form (A + B) (A — B) = A%? — B? angeschrieben
(mit GroBbuchstaben, da die Symbole @ und b in diesem Skriptum bereits fiir andere Zwecke reserviert sind)

und setzen A =2+ § undB:\/ﬁfq.
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Zur Uberpriifung unserer Uberlegungen bemerken wir, dass die Faktorisierungen (7.4) und (7.5)
sofort auf die Lésungen der zugehdrigen quadratischen Gleichung fiihren: Ist (x—x1) (x—x5) =
0, so gilt entweder x —x; = 0 (also z = x;) oder x — x5 = 0 (also x = z). Ist (x —x1)* =0,
so folgt  — x; = 0 (also x = z). Es passt also alles wunderbar zusammen!

Damit ist das Problem der Faktorisierung quadratischer Polynome allgemein gel6st!
Unsere Argumente waren zwar auf quadratische Gleichungen zugeschnitten, die in Normalform
(1.6) vorliegen, aber wie wir bereits wissen, kann jede in der Form (1.1) gegebene quadratische
Gleichung in Normalform gebracht werden, indem beide Seiten durch a dividiert werden.

Betrachten wir noch ein konkretes Beispiel: Um herauszufinden, ob das Polynom
2 — 5743 (7.10)
faktorisiert werden kann und, falls ja, wie die Faktoren aussehen, |6sen wir die Gleichung
2> -5z +3=0. (7.11)

Die Losungen sind (rechnen Sie selbst nach!) z; 5 = %ﬁ Daher gilt

x2—5x+3:<x—¥> <x—¥1_3> (7.12)

In diesem Beispiel sind die Koeffizienten der Linearfaktoren keine ganzen Zahlen, was uns aber
in grundsatzlicher Hinsicht nicht stéren muss.

Der Zusammenhang zwischen Faktorisierung und quadratischen Gleichungen erlaubt es uns,
quadratische Gleichungen mit vorgegebenen Lésungen sofort anzuschreiben. Soll eine quadra-
tische Gleichung etwa die Ldsungen 2 und 3 besitzen, so multiplizieren wir (x —2) (x — 3) =
z?—51+6. Die gesuchte quadratische Gleichung lautet daher (in Normalform) z*—5 z+6 = 0.
(Auf diese Weise werden ohne groBe Miihe Ubungsaufgaben zum Lésen quadratischer Glei-
chungen entworfen, bei denen sichergestellt ist, dass die Losungen , schone® ganze Zahlen
sind!)

8 Satz von Vieta

Eine mit der Faktorisierung eng zusammenhangende Beziehung zwischen den Losungen x;
und x5 einer quadratischen Gleichung und den Koeffizienten p und ¢ ihrer Normalform ist der
sogenannte Satz von Vieta'*. Er besagt, dass

T1+ Ty =—p (8.1)

und
T, Ty = q. (8.2)

1 Auch , Wurzelsatz von Vieta" genannt.
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Beweis: Der Satz kann auf zwei Arten bewiesen werden. Die kiirzere und elegan-
tere Version verwendet die Faktorisierung (7.4) und besteht nur aus der Rechnung

(x —21) (7 — 29) = 2% — (11 + 22) T + 1 T2 (8.3)

Durch Vergleich mit der Form z? 4+ px + ¢ ergeben sich sofort (8.1) und (8.2).

Man kann aber auch die kleine Losungsformel fiir x; und x5 benutzen, um (8.1)
und (8.2) explizit nachzurechnen. Beweis von (8.1):

wobei hier wieder die dritte binomische Formel benutzt wurde.

Mit Hilfe der beiden Formeln (8.1) und (8.2) konnen aus den Lésungen einer quadratischen
Gleichung sofort die Koeffizienten p und ¢ ermittelt werden. Der Satz gilt auch fiir den Fall,
dass es nur eine Losung gibt, d.h. dass die Losungen zusammenfallen. Es ist dann x5 = 1 zu
setzen.

Umgekehrt ergibt sich mit dem Satz von Vieta eine nette Deutung einer quadratischen Glei-
chung als eine Art Denksportaufgabe. Beispielsweise lautet er fiir die Gleichung (4.1) bzw.
(4.18), mit p =3 und ¢ = —4,

Tl + 2o = -3 (86)
T Ty = —4. (87)

Die Losungen zu finden ist gleichbedeutend mit der Aufgabe ,,Sag mir zwei Zahlen, deren
Summe —3 ist und deren Produkt —4 ist!“. Mit ein bisschen Probieren geht das in diesem
einfachen Fall auch im Kopf: Die gesuchten Zahlen sind —4 und 1, genau die bereits auf andere
Art gefundenen Losungen!

Damit kann auch fiir andere quadratische Gleichungen durch Kopfrechnen versucht werden,
ganzzahlige Losungen zu finden (die es natiirlich nicht immer geben muss), und umgekehrt
fallt — wenn die Losungen bekannt sind — die Probe leicht, da man die Losungen nur addieren
und multiplizieren muss.
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9 Gleichungen, die auf quadratische Gleichungen zuriick-
gefiihrt werden kdonnen

Manche Gleichungen, die auf den ersten Blick kompliziert aussehen, lassen sich auf quadrati-
sche Gleichungen zuriickfiihren. Ein Beispiel ist die Gleichung

2t +32° —4=0. (9.1)

Eine Gleichung vierten Grades! Wenn Sie sie genau ansehen, werden Sie bemerken, dass nur
gerade Potenzen von x auftreten. Wenn wir die Abkiirzung

y =12’ (9.2)
vereinbaren, nimmt sie die Form
v’ +3y—4=0 (9.3)

an. Eine alte Bekannte — siehe (1.7), (4.1) und (4.18)! Dass die Variable jetzt y heiBt, stecken
wir locker weg. Sie besitzt, wie bereits mehrfach berechnet, zwei Losungen, namlich —4 und
1. Das bedeutet jetzt (mit dem richtigen Variablennamen angeschrieben): y = —4 und y = 1.
Nun bedenken wir, dass y gemiB (9.2) nur die abgekiirzte Schreibweise fiir 2 ist. Es gibt also
zwei Méglichkeiten, dass z die urspriingliche Gleichung (9.1) erfiillt: 22 = —4 und 2* = 1. Das
sind jetzt zwei quadratische Gleichungen, und jede Losung (zumindest) einer dieser beiden
Gleichungen ist eine Losung von (9.1). Sehen wir uns die beiden Gleichungen an:

e Die Gleichung 2> = —4 besitzt klarerweise keine (reelle) Lésung.
e Die Gleichung 22 = 1 besitzt die zwei Lésungen z = +1.

Damit ist (9.1) gelost: Die Losungsmenge ist L = {—1,1}.

10 Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

e Losen Sie die folgende Gleichung: 322 —5=0
Losung:

e Losen Sie die folgende Gleichung: 2% —2x =0
Losung:

{z‘0} = 7 151 93uswis3unso a1

e Losen Sie die folgende Gleichung durch Erganzen auf ein vollstandiges Quadrat:

2 —r—-6=0
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Losung:
{¢‘c—} = 7 151 98uswis3unso a1
e Losen Sie die folgende Gleichung durch Erganzen auf ein vollstandiges Quadrat:
P —4z4+4=0
Losung:
{2} = 7T 151 98usws3unso a1Qq

e Losen Sie die folgende Gleichung: 22 —2x —8=0
Losung:

{y‘c—} = 7T 151 98usws3unso a1Q

e Losen Sie die folgende Gleichung: 3u? —7u—6=0
Losung:

'{‘8‘%—} = 17 3s1 98uaws3unso a1

e Losen Sie die folgende Gleichung: 422 —424+1=0
Losung:

{%} = 17 151 28usws3unso a1

e Losen Sie die folgende Gleichung: w? +5w —3 =0
Losung:

'{ﬁ/‘zﬂ— 45/\3_9_} = 7 3! 98usWISBUNSQT 31

e Losen Sie die folgende Gleichung: s*+5s5s+7=10
Losung:

{} =7 99| 151 93uswis3unso] a1

e Losen Sie die folgende Gleichung: 42?2 +2—1=10
Losung:

.{Q/\?H* ‘w\g,[,} = 17 31s1 28uswis3unso aI(

o Bei welcher Geschwindigkeit ergibt sich nach der Faustformel (6.1) ein Anhalteweg von
88m?
Losung:
/W )R UOA 119¥SIPUIMYDSIK) Jauld 19g

e Bei welcher Geschwindigkeit ergibt sich nach der Faustformel (6.1) ein Anhalteweg von
100 m? Runden Sie das Ergebnis sinnvoll!
Losung:

/U T°98 UOA HRXYSIPUIMYISS) Jaul 1ag
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e Finden Sie heraus, ob das Polynom 22 + 2 — 20 als Produkt von Linearfaktoren ge-
schrieben werden kann, und, falls ja, finden Sie diese Faktoren!
Losung:

(T —2)(g+2) =00 — T+

e Finden Sie heraus, ob das Polynom z? 4+ x + 20 als Produkt von Linearfaktoren ge-
schrieben werden kann, und, falls ja, finden Sie diese Faktoren!
Losung:

"U3J3ISLIOIY B} 1YDIU YIS ISSB| Woukjod seq

e Finden Sie heraus, ob das Polynom x2—|—x+}1 als Produkt von Linearfaktoren geschrieben
werden kann, und, falls ja, finden Sie diese Faktoren!
Losung:

SR S

e Finden Sie heraus, ob das Polynom 2%—x—7 als Produkt von Linearfaktoren geschrieben
werden kann, und, falls ja, finden Sie diese Faktoren!
Losung:

(whe o) (@her—v) =2 ma =

e Losen Sie die Gleichung 2? — 32 + 2 = 0 im Kopf unter Zuhilfenahme des Satzes von
Vietal
Losung:

"7 pun T puis uadunsoT a1
"Z PINPOId 4y ‘uIss ¢ ssnw usdunsoT Jop swwing a1

e Losen Sie die folgende Gleichung: 2 — 722+ 12 =10
Losung:

{Z zg/\ 42/\_ ‘z_} =T 18l SBUSLUS%U”SQ—] ald

Dieses Skriptum wurde erstellt im Mai 2014 im Rahmen des Projekts , Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen”
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 — 2023 unter Mitwirkung von
Harald Stockinger mehrmals korrigiert und tberarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter
http://www.mathe-online.at/skripten/.
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