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Dieses Skriptum enthialt in Form von einigen Beispielen und Anwendungen das
Angebot, das Verstandnis fiir die im Vorgangerskriptum Fouriertransformation:
Einfiihrung besprochenen mathematischen Konzepte zu vertiefen. Wichtige Paare
(Funktion, Fouriertransformierte) sind im Anhang in einer Tabelle zusammenge-
stellt.

1 Vorbemerkungen

Wir wollen die im Vorgangerskriptum besprochenen Inhalte und die verwendeten Bezeichnun-
gen hier nicht wiederholen, sondern schreiben nur die zwei zentralen Formeln an:

(1) 1/°Oejth(w)dw (1.1)

:% n

und -

Flw) :/ eI () dt, (1.2)
wobei ' die Fouriertransformierte von f und f die inverse Fouriertransformierte von I
ist. Beziehung (1.1) besagt, dass ein zeitabhangiges Signal f als, kontinuierliche Uberlagerung*
von harmonischen Schwingungen angesehen werden kann, wobei das Frequenzspektrum F'
mittels (1.2) gewonnen wird. Fiir manche Anwendungen ist es niitzlich, fiir f und F' auch
Distributionen (verallgemeinerte Funktionen) zuzulassen, fiir die die obigen Integrale nicht
im Ublichen Sinn existieren, und von denen manche im strengen Sinn gar keine Funktionen
sind (wie etwa — trotz ihres Namens — die ,, Deltafunktion").

Eine Reihe von Rechenregeln erlaubt es, aus der Kenntnis weniger (inverser) Fouriertransfor-
mierter ohne Integralrechnung auch die (inversen) Fouriertransformierten zahlreicher weiterer
Funktionen und Distributionen zu erhalten. Diese Regeln, die im Folgenden bendtigt werden,
wurden im Skriptum Fouriertransformation: Einfiihrung ausfiihrlich besprochen und in einem
Anhang in Tabellenform zusammengestellt.
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2 Einfacher Rechtecksimpuls und die Reziprozitit von
Zeit und Frequenz

Als erstes Beispiel eines nicht-periodischen Signals betrachten wir einen einfachen Recht-
ecksimpuls, modelliert durch eine Funktion, deren Werte zwischen zwei Zeitpunkten ¢, und
t1 konstant (# 0) sind, davor und danach aber gleich 0. Wir nennen die durch

1 wennty <t <ty
0 sonst

Xfto,12] () = { (2.1)

auf ganz R definierte Funktion x[;,+,] die charakteristische Funktion® des Intervalls [ty, ¢;].
Im Folgenden begniigen wir uns mit charakteristischen Funktionen von Intervallen der Form
[—a, a] fiir a > 0. Die Fouriertransformierte von x|_1 1] ist unter Verwendung von (1.2) leicht
ermittelt: Ist w # 0, so berechnen wir

- —Jjwt _ ! —jwt _e—jwt ! _
e X[-11](t) dt = e dt = =

— 00 1 —]w -1
_ e—.jw B ej.w _ z ejw _ .e—jw 5 Sin(bd) | (22)
—Jw  —jw  w 27 w
| S—
sin(w)
und fiir w = 0 ergibt sich
00 1
—0o0 -1

Insgesamt ist die Fouriertransformierte gleich 2 si(w), wobei die Funktion si, die Spaltfunktion
oder der Sinus cardinalis (manchmal auch mit dem Symbol sinc abgekiirzt), bereits im
Skriptum Fourierreihen: Beispiele in einem ganz dhnlichen Zusammenhang aufgetreten ist:

sin(z) wenn x # 0
si(z) = a (2.4)
1 wenn z = 0.

Wir notieren also in der im Vorgangerskriptum eingefiihrten Schreibweise mit dem Korrespon-
denzsymbol:

X[-1,1)(t) o—e 2si(w). (2.5)
Unter Verwendung der Beziehung
t
X[~a,a) () = X[-1,1) p (2.6)

1 Man kann fiir jede Teilmenge M von R eine charakteristische Funktion ya; : R — R definieren durch
X]w(t) =1firte M und X]u(t) =0 firt ¢ M.
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fiir ein beliebiges @ > 0 (Ubungsaufgabe!) erhalten wir mit Hilfe des Ahnlichkeitssatzes?
(Fouriertransformierte einer im Argument reskalierten Funktion)

2 sinfaw) wenn w # 0
X[-a,a)(t) o—e 2asi(aw) = W (2.7)
2a wenn w = 0.

An diesem relativ leicht erhaltenen Ergebnis kdnnen wir eine wichtige Eigenschaft der Fou-

riertransformation erkennen: In Abbildung 1 sind die Graphen der Funktion (_,q und ihrer

Fouriertransformierten fiir a = 1 (oben) und a = 2 (unten) dargestellt. Wir sehen, dass die
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Abbildung 1: Zwei Beispiele fiir die charakteristische Funktion des Intervals [—a, a]

(links) und ihre Fouriertransformierte (rechts): Oben fiir a = %, unten fiir a = 2.

Breite Aw der Fouriertransformierten, d.h. die (ungefahre) GroBe des w-Bereichs, der von
der dominanten Erhebung des Graphen von 2 asi(aw) ausgefiillt wird (man spricht auch vom
vorherrschenden Frequenzband), groB ist, wenn die Breite At des Rechteckssignals, d.h. die
(ungefahre) GroBe des t-Bereichs zwischen —a und a, klein ist und umgekehrt. Schatzen wir
die GroBenordnungen der beiden Breiten fiir ein allgemeines a ab: x|_, 4 ist nur auf einem

2 Wir werden ab jetzt die im Anhang des Vorgangerskriptums zusammengestellten Rechenregeln (zu denen
der hier erwdhnte Ahnlichkeitssatz gehdrt) benutzen, ohne sie noch einmal zu erklaren.
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Intervall der Lange 2a von 0 verschieden, daher ist At ~ a. Als Breite der Fouriertransfor-
mierten kann der Abstand jener beiden Nullstellen von 2 asi(aw) dienen, die dem Nullpunkt
am nachsten sind. Sie liegen dort, wo aw = =+ gilt, d.h. bei w = +Z. Daher ist Aw =~ %

Die Breiten sind groBenordnungsmaBig zueinander verkehrt proportional:

1

Aw ~ — .
YA

(2.8)
Je kleiner (groBer) At ist, umso breiter (schmaler) ist der w-Bereich, der hauptsachlich zum
Rechtecksimpuls beitrdgt. Das Produkt der Breiten At Aw ist in der GroBenordnung 1.

Das ist eine allgemeine Eigenschaft der Paare (Funktion, Fouriertransformierte). Ist F' die
Fouriertransformierte von f, und ist a > 0, so impliziert der Ahnlichkeitssatz

! (2) o—e aF(aw), (2.9)

dass das Strickmuster, mit dem wir (2.7) aus (2.5) gewonnen haben, ganz allgemein gilt: Sind
f und F' beide reellwertig, so

e entsteht der Graph der Funktion t — f (ﬁ) aus dem Graphen von f fiir a > 1 durch
eine Streckung und fiir @ < 1 durch eine Stauchung parallel zur ¢-Achse (jeweils mit
Faktor a).

e Der Graph der Funktion w +— a F(aw) entsteht aus dem Graphen von F fiir a > 1
durch eine Stauchung parallel zur w-Achse (mit Faktor %) und eine Streckung parallel zur
zweiten Achse (mit Faktor a), und fiir a < 1 entsprechend mit Streckung <> Stauchung
vertauscht.

Beginnen wir mit einem Funktionenpaar (f, F') und gehen dann fiir ein @ > 0 zu den reska-
t

lierten Funktionen (t = f(=),t—aF(a w)) iiber, so skalieren die Breiten (die zundchst At
a

fir f und und Aw fiir F' betragen) entsprechend der Regel

At — a At (2.10)
Aw — lAw. (2.11)
a

Das Produkt der Breiten von Funktion und Fouriertransformierter ist unabhangig von a.
Das entspricht gerade dem beim Rechtecksimpuls beobachteten Verhalten (2.8). Je breiter
(schmiler) der Graph einer der beiden Funktionen ist, umso schmailer (breiter) ist der Graph
der anderen. Oder, anders (und ein bisschen salopp) ausgedriickt: Je langer (kiirzer) der Zeit-
raum ist, liber den sich ein Signal hauptsachlich erstreckt, umso kleiner (groBer) ist der Bereich
der Frequenzen, die dominant zu ihm beitragen. Man nennt diesen fiir die Fouriertransforma-
tion grundlegenden Sachverhalt auch die Reziprozitat von Zeit und Frequenz.

Anmerkung: Es wird |hnen aufgefallen sein, dass der Begriff der ,,Breite” nur
als ungefahre GroBenordnung festgelegt wurde. Man kann ihn genau definieren,
benotigt dafiir aber eine nicht-negative Funktion, muss also anstelle von f und F'
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entweder die Funktionen |f| und |F'| oder die Funktionen |f|* und |F'|? heranzie-
hen. Wir sparen uns die Details, erwdhnen aber, dass die Fouriertransformation in
der Quantentheorie eine wichtige Rolle spielt, wobei f (als Funktion des Ortes z
aufgefasst) mit der Verteilung der moglichen Werte, die bei der Messung des Ortes
eines Teilchens auftreten kénnen, zusammenhangt und £ (als Funktion des Impul-
ses p aufgefasst) mit der Verteilung der moglichen Werte, die bei der Messung des
Impulses auftreten konnen. Fiir die entsprechenden (mit Hilfe von |f|? und |F|?
definierten) Breiten Az und Ap gilt dann die sogenannte Heisenbergsche Unbe-
stimmtheitsrelation (oder Heisenbergsche Unscharferelation), die besagt, dass das
Produkt Az Ap nie kleiner sein kann als g wobei h die Plancksche Konstante
(eine fundamentale Naturkonstante) ist. Das wird dann in der Sprache der Quan-
tentheorie so ausgedriickt: Je kleiner die Ortsunscharfe Az ist, umso groBer muss
die Impulsunscharfe Ap sein, und je kleiner die Impulsunscharfe Ap ist, umso

groBer muss die Ortsunscharfe Ax sein.

Kehren wir wieder zum Rechtecksimpuls, d.h. zur charakteristischen Funktion des Intervalls
[—a, a] zuriick: Lassen wir a immer groBer werden, so wird Aw immer kleiner, d.h. die Fou-
riertransformierte konzentriert sich auf einen immer kleineren w-Bereich. Fiir ¢ — oo strebt
X[-a,a] gegen die konstante Funktion 1, wahrend der Graph ihrer Fouriertransformierten zu
einem unendlich schmalen und unendlich hohen Peak wird, der keine Funktion mehr ist, aber
als Distribution interpretiert werden kann, und zwar als 27 §(w), wie der Vergleich mit der im
Vorgangerskriptum hergeleiteten Beziehung

1 o—e 27i(w) (2.12)

zeigt. Umgekehrt fiihrt der Grenziibergang a — 0 (nachdem beide Seiten von (2.7) durch 2a

dividiert wurden) zur Beziehung
o(t) o—e 1, (2.13)

die wir ebenfalls aus dem Vorgangerskriptum kennen. Die Korrespondenz der Deltafunktion
mit der konstanten Funktion — in den beiden Varianten (2.12) und (2.13) — kann also als
Extremvariante der Reziprozitat von Zeit und Frequenz verstanden werden.

3 Rechtecksimpuls mit Flanken

Die Reziprozitat von Zeit und Frequenz zeigt sich noch auf eine andere Weise: Das Verhalten
der Fouriertransformierten F' eines Signals f fiir groBe Kreisfrequenzen (d.h. fiir groBe |w|,
oder anders ausgedriickt: auf groBen Skalen) hangt vom Verhalten des Signals im Kleinen ab.
Als Faustregel gilt: Je , schoner” (glatter, differenzierbarer) das Signal f auf kleinen Skalen
ist, umso starker fallt F'(w) im Unendlichen ab (und umgekehrt, also mit vertauschten Rollen
von f und F'). Insbesondere fiihrt eine Unstetigkeit von f zu einem langsamen Abfall der
Fouriertransformierten fiir |w| — oo. Ein dhnliches Phinomen ist uns bereits bei den Fou-
rierreihen begegnet®. Man kann es auch so ausdriicken: Um das Verhalten eines Signals in
der Nihe einer Unstetigkeitsstelle als Uberlagerung harmonischer Schwingungen darzustellen,
werden groBe Kreisfrequenzen bendtigt.

3 Siehe das Skriptum Fourierreihen: Einfiihrung.
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Sehen wir uns das anhand eines Beispiels an: Im vorigen Abschnitt wurde die Fouriertrans-
formierte des einfachen Rechtecksimpulses berechnet. Wir beschrinken uns auf das Intervall
[—1,1], gehen also von der Beziehung (2.5) aus. Das Signal x[_1,1)(t) ist bei t = —1 und
t = 1 unstetig. Seine Fouriertransformierte ist durch 2si(w) gegeben. Fiir w # 0 ist das
gleich 2 Smwﬂ Der Faktor sin(w) schwingt zwischen den Extremen —1 und 1 auf und ab. Die
Fouriertransformierte fallt daher fiir groBe |w| wie L ab. (Der Faktor 2 ist in diesem Zusam-
menhang nicht weiter wichtig.) Um zum Vergleich ein Signal zu modellieren, das iiberall stetig
ist, dessen Verhalten aber ansonsten einem einfachen Rechtecksimpuls nahe kommt, fiigen wir
dem Rechtecksimpuls zwei ,, Flanken" hinzu, sodass das Signal in stetiger Weise wahrend eines
kurzen Zeitintervalls der Dauer € von 0 auf 1 zunimmt, dann eine Zeitlang beim Wert 1 bleibt
und danach wieder in stetiger Weise bis zum Wert 0 abfallt. Fiir jedes € > 0 definieren wir:

0 wennt < —1 —¢
1+§+t wenn —1 —e <t < —1
ft) = 1 wenn —1 <t <1 (3.1)
1+§_t wenn 1 <t <1+¢
0 wennt > 1+4e¢.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Funktionsterme, die in den Abschnitten
—1—e<t< —1und1<t<1+ e hinzugekommen sind, das Gewiinschte leisten. (Setzen
Siet = —1—cundt = —1inden ersten sowie t = 1 und t = 1 + ¢ in den zweiten dieser
Terme ein!) lhre Graphen sind Geradenstiicke, sodass der Graph des Signals f aussieht wie in
Abbildung 2 (fiir ¢ = 0.2) gezeigt.

()
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Abbildung 2: Der Graph des in (3.1) definierten Signals fiir e = 0.2. Die Flanken am
Rand des Intervalls [—1, 1] bewirken einen stetigen Verlauf.
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Die Fouriertransformierte des Signals (3.1) ist gegeben durch

F(w) = /OO e It f(t)dt =

—00

-1 1 1+4¢
o / ‘ i lte—t
:/ e‘wtidt—l—/ e—de/ Tt ITE T g (39)
_ € _ 1

1—¢ 1 €
4 1
= ... :msin(iecLJ) sin((1+§)w>.

Die Punkte stehen fiir die Berechnung der drei Teilintegrale*, die Ersetzung der auftreten-
den Exponentialfunktionen durch Winkelfunktionen mit Hilfe der Eulerschen Formel und eine
nachfolgende Vereinfachung. Die Details der Berechnung sind im Augenblick nicht so wichtig,
aber sehen Sie sich das Ergebnis an: Es zeigt, dass I fiir jedes € > 0 im Unendlichen wie ﬁ
abnimmt, also um eine Ordnung schneller als die Fouriertransformierte des Rechtecksimpulses
ohne Flanken. Um das (stetige) Signal f als Uberlagerung von harmonischen Schwingungen
darzustellen, tragen groBe Kreisfrequenzen definitiv weniger bei als im Fall des (unstetigen)
Rechtecksimpulses. Abbildung 3 zeigt die Graphen der beiden Fouriertransformierten zum Ver-
gleich. Es ist deutlich erkennbar, dass F' (dargestellt fiir ¢ = 0.2) fiir groBe |w| starker abfallt
als die Fouriertransformierte des Rechtecksimpulses.

Je kleiner ¢ ist, umso steiler sind die Flanken von f. Fiir ¢ — 0 geht F'(w) in die Fouriertrans-
formierte 2si(w) des Rechtecksimpulses iiber. Das iiberpriift man am besten, indem (3.2) in
der Form

(1 . €
F(w)=(2+¢)si (ésw) Sl((1+§)w> (3.3)
angeschrieben und si(0) = 1 verwendet wird.

Ergdnzend merken wir an, dass man diese Spielart der Reziprozitit von Zeit und Frequenz
auch anhand der Ableitungsregel

f'(t) o—e jwF(w) (3.4)

erahnt: Besitzt der Graph von f einen Knick, so ist zwar die Differenzierbarkeit an der Knick-
stelle nicht gegeben, aber falls an dieser Stelle die linksseitige und die rechtsseitige Ableitung
von f existieren (aufgrund des Knicks im Graphen werden sie dann verschieden sein), so darf
man sich f” im Sinn von Distributionen als unstetige Funktion vorstellen. In einem solchen
Fall erzeugt der Ubergang von f zu f’ eine Unstetigkeit, was gemiB (3.4) dazu fiihrt, dass
die Fouriertransformierte von f’ um eine Ordnung in w langsamer abfillt als jene von f.
Aber auch fiir differenzierbare Signale besagt (3.4), dass eine lokale Eigenschaft des Signals
(ndmlich seine Ableitung) sich in eine globale Eigenschaft der Fouriertransformierten (namlich
ihr Abfallverhalten im Unendlichen) iibersetzt.

4Man verwendet dabei die unbestimmten Integrale /e*j‘”dt — Leiwt 4 ¢ und /te*j“’tdt =
w

1 j T ;
(2 + j) e 7¥t 4 C.
w w
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F(w), 2s1(w)
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Abbildung 3: Die Abbildung zeigt den Graphen der.Fouriertransformierten (3.2) des
stetigen Signals (3.1) fiir e = 0.2 (in rot) und zum Vergleich den Graphen der Fourier-
transformierten (2.7, rechte Seite) des Rechtecksimpulses ohne Flanken fiir a = 1 (in
blau). Fiir groBe |w| ndhert sich der rote Graph der w-Achse wesentlich schneller als der
blaue.

4 Signale ein- und ausschalten

Manchmal méchte man ein Signal analysieren (oder modellieren), das erst ab einem bestimm-
ten Zeitpunkt von O verschieden ist. Man kann der Bequemlichkeit halber diesen Einschalt-
zeitpunkt als ¢ = 0 festlegen. Fiir £ > 0 wird dann oft ein Funktionsterm angegeben, wie
beispielsweise
g(t) = e * sin(vt) mit a,v > 0, (4.1)
also eine gedampfte Schwingung mit Kreisfrequenz v. Fiir Zeiten vor dem Einschalten, also
fir t < 0, ist das Signal aber nicht durch g(¢) gegeben, sondern gleich 0. Um in solchen
Fallen keine umstandlichen Fallunterscheidungen anschreiben zu miissen, benutzt man die
Heavisidesche Stufenfunktion
0 wennt <0
0(t) = { 1 wennt >0 (4.2)
(manchmal auch mit u bezeichnet, fiir unit step function), die Sie bereits aus dem Vorganger-

skriptum kennen. Sie besorgt das ,, Abtrennen* jenes Teils von g, der vor dem Einschaltzeitpunkt
0 liegt, ganz einfach durch Multiplikation: Mit

ft) =0(t)g(t) (4.3)



Fouriertransformation: Beispiele 9

ist fiir alle Zeitpunkte t ein Signal f definiert, das fiir ¢ < 0 automatisch gleich 0 ist und fiir
t > 0 mit g libereinstimmt.

Soll das Signal zu einer anderen Zeit ¢, eingeschaltet werden und danach mit g iibereinstimmen,
so schreibt man

f(t) =0(t —to) g(t). (4.4)

Wenn Sie eine solche Beziehung in einem Text lesen und sich nicht sicher sind, was sie bedeutet,
so verwenden Sie die Tatsache, dass f(einTerm) nur dann einen von 0 verschiedenen Beitrag
liefert (ndmlich 1), wenn einTerm > 0 ist: #(t — to) ist nur dann gleich 1, wenn ¢t — tq >
0 gilt, d.h. wenn t > t, ist. Daher ist (4.4) nur dann gleich g(t), wenn t > ¢, ist. Die
Fouriertransformierte eines derartigen Signals mit Einschaltzeitpunkt ¢, berechnet sich dann
zu - -

F(w) :/ e IOt —to) g(t) dt :/ e ¥t g(t) dt, (4.5)

NS t

was fiir den Fall tg = 0 die einfachere Form

F(w) = / eIt O(t) g(t) dt = / e It g(t) dt (4.6)
—0o0 0

annimmt. Das ,,Abtrennen" jenes Teils von g, der vor dem Einschaltzeitpunkt liegt, wird also in

der Fouriertransformierten durch eine entsprechende Anpassung der unteren Integrationsgrenze

bewerkstelligt.

In analoger Weise kann man ein Signal , ausschalten”. Soll das zu analysierende Signal fiir
t > t; gleich 0 sein, so wird das durch eine Multiplikation mit 6(¢; — t) bewirkt. Uberpriifen
wir das: 6(t; — t) ist nur dann gleich 1, wenn t; — ¢ > 0, d.h. wenn ¢ < {; ist.

Ein Signal, das nur fiir Zeitpunkte ¢ mit ty <t < t; mit g libereinstimmt und ansonsten gleich
0 ist (d.h. das zur Zeit t, eingeschaltet und zur Zeit ¢; ausgeschaltet wird), ist daher durch

f(t) =0(t —t0) O(t, — 1) g(t) (4.7)

gegeben. Auch das konnen wir leicht iiberpriifen: Das Produkt 6(t — to) 6(t; — t) ist nur dann
gleich 1, wenn jeder der beiden Faktoren gleich 1 ist, d.h. wenn gleichzeitig t — ¢, > 0 und
t; —t > 0 gilt, d.h. wenn gleichzeitig t > ¢y und ¢t < ¢, ist. Das trifft genau dann zu, wenn
to <t < t; ist. Daher stimmt das Produkt der beiden hier auftretenden Stufenfunktionen mit
der in (2.1) eingefiihrten charakteristischen Funktion des Intervalls [tg, ;] lberein:

Ot —10) Ot — 1) = Xjto.1a) (1)- (4.8)

Mit g(t) = 1 bekommen wir als einfachstes Beispiel fiir (4.7) das Signal f(t) = X.](t).
d.h. einen einfachen Rechtecksimpuls, dessen Fouriertransformierte im Abschnitt 2 berechnet
wurde.
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5 Exponentiell gedampfte Signale

In manchen Anwendungen treten gedampfte, d.h. mit der Zeit abklingende Signale auf, und
auch bei der Modellierung spielen geddmpfte Signale eine Rolle. Die haufigste Art der Dampfung
ist eine exponentielle, was sich mathematisch durch einen Faktor e~ fiir ein @ > 0 ausdriickt.
Wie schnell ein solcher Faktor abklingt, hangt vom Wert der Konstanten a ab. Wahrend einer
Zeitspanne L nimmt e’ um den Faktor £ (= 0.37) ab:

1

—at—1 _ 6_1 e—at _ e—at. (51)
€

e—a(t+1/a) —¢
Die GroBenordnung von % ist also ein MaB fiir die Dauer, wahrend der eine deutliche Abnahme
stattfindet. Manchmal setzt man 7 = % (das ist nun eine GroBe mit der Dimension einer Zeit)
und schreibt den exponentiellen Faktor in der Form e~*/7 an.

Betrachten wir als Beispiel eine gedampfte Schwingung. AuBerdem wollen wir annehmen, dass
sie erst zum Zeitpunkt ¢t = 0 eingeschaltet wird, und setzen das Signal als

f(t) =0(t)e " sin(vt) (5.2)

(fiir a,v > 0) an, also in der Form (4.3) mit (4.1). Es ist stetig, d.h. es beginnt zur Zeit t = 0
mit dem Wert f(0) = 0. Abbildung 4 zeigt seinen Graphen fiir « = 1 und die vier Werte v =
0.5, v =3, v = 10 und v = 100. Wir nehmen die Berechnung seiner Fouriertransformierten
zum Anlass, um daran zu erinnern, wie Winkelfunktionen und Exponentialfunktionen beim
Integrieren zusammenspielen. Die Fouriertransformierte von f ist gegeben durch das Integral

F(w) = / e 19t g(t) e sin(vt) dt = / e IWtem sin(vt) dt. (5.3)
0

—00

Wie berechnen wir es? Zunichst kann das Produkt der Exponentialfunktionen zu e 7« e=4! =

e~Uw+ta)l zusammengefasst werden. Um die Sinusfunktion ebenfalls durch Exponentialfunk-
tionen auszudriicken, verwenden wir die fiir alle reellen = geltende Beziehung®

sin(x) = —% (7 —e77), (5.4)
setzen also ,
sin(vt) = —% (77— ") (5.5)

und koénnen damit den Integranden von (5.3) in der Form

p—Gw+a)t sin(vt) = _%e—(jw-i-a)t (ejyt _ e—jut) _
_ _%e(j(wu)+a)t+ %e(j(wﬂ/)Jra)t (5.6)

anschreiben. Nun konnen wir das Integral — zunachst formal — ausfiihren, indem wir das
unbestimmte Integral

1
/e’”dtzzekt+0 (5.7)

5 Siehe das Skriptum Fourierreihen: Einfiihrung.
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Abbildung 4: Der Graph von (5.2) fir a = 1 und v = 0.5 (links oben), v = 3 (rechts
oben), v = 10 (links unten) und v = 100 (rechts unten).

benutzen. Es gilt ganz allgemein, wenn k& komplex (und # 0) ist. Mit (5.6) berechnen wir

Flw) = -2 /0 Ot gy 4 ] /0 e LTIl = (5.8)
_ . J —(j (w—v) +a)t . : J e*(j (wtv) +a)t
2(j(w—v) +a) 0 2(j(w+v) +a) 0

Beim Einsetzen der oberen Integrationsgrenzen oo miissen wir ein bisschen aufpassen. Dazu
spalten wir die reelle Exponentialfunktion wieder ab:

jwtv)+a)t _ ,—at ,—j (wEr)t (5.9)

e_(
Der erste Faktor strebt fiir t — oo gegen 0, der zweite Faktor hat stets einen Betrag von 1,
andert also nichts daran, dass das Produkt fiir ¢ — oo verschwindet. Insgesamt bedeutet das,
dass die oberen Integrationsgrenzen oo in (5.8) keinen Beitrag liefern. Es bleibt also nur der
Beitrag der unteren Integrationsgrenzen 0:

- j j
Fo === 7a " 20w+ 70 (5.10)

was wir auf gemeinsamen Nenner bringen:
v

a?+2jaw — w2+ 2’

Flw) = (5.11)
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Hier fallt uns auf, dass a® + 2 j aw — w? schoner in der Form (a + j w)? geschrieben werden
kann. Mit

1%
F = 12
(w) 1/2—|—(a+jw)2 (5 )
oder, gleichwertig,
1%
F(w) = (5.13)

2 — (w—ja)?

erhalten wir die endgiiltige Form® der Fouriertransformierten des Signals (5.2). Sie finden
dieses Ergebnis — in der Form (5.11) — auch in der Tabelle wichtiger Fouriertransformierter im
Anhang.

Unter den Ausdriicken (5.10)—(5.13) kdnnen Sie sich wahrscheinlich nicht viel vorstellen. Ein
Bild, wie stark die unterschiedlichen Kreisfrequenzen beitragen, liefert das Amplitudenspektrum

N 14

= : 5.15
Vwt+2(a? —12)w? + (a? + v2)? (5.15)

Es ist eine reelle, iiberall positive gerade Funktion. Sein Graph kann — fiir gegebene Werte von
a und v — gezeichnet werden. Abbildung 5 zeigt ihn fiir die gleichen Werte von a und v, fiir
die Abbildung 4 das Zeitsignal zeigt. Eine genauere Funktionsuntersuchung ergibt:

1
e Fiir [w| — oo nimmt |F(w)| wie — ab.
w

o Ist v < g, so nimmt |F(w)| ein globales Maximum bei w = 0 an. (Der Graph besitzt
dann einen beziiglich der zweiten Achse symmetrischen Peak.)

e Ist v > a, so besitzt |F'(w)| ein lokales Minimum bei w = 0 und zwei globale Maxima
bei w = +v/1v? — a?, die mit wachsendem v (bei festgehaltenem a) immer deutlicher in
Form von zwei Peaks hervortreten. Das ist in Abbildung 5 sehr schon illustriert.

Je groBer die Kreisfrequenz v des oszillierenden Faktors in (5.2) im Vergleich zur Konstante a
ist, die die Starke der Dampfung beschreibt, umso dominanter ist der Beitrag von Kreisfrequen-
zen nahe +v zum Amplitudenspektrum. Die zwei Peaks riihren also vom Faktor sin(vt) her,
der ja auch in der Form —% (e?¥t — e777t) geschrieben werden kann. Dass das Amplituden-
spektrum nicht exakt auf die Kreisfrequenzen 4+ beschrankt ist, sondern auch fiir alle anderen
Werte von w von 0 verschieden ist, verdankt sich den zwei Umsténden, dass das Signal (5.2)
fiir t < 0 verschwindet und fiir ¢ > 0 exponentiell gedampft ist. Anders ausgedriickt: Um die-
ses Verhalten als kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen Schwingungen darzustellen,
werden neben +v auch alle anderen Kreisfrequenzen benétigt.

6 Wenn man will, kann man eine weitere Umformung machen und den Nenner als Produkt schreiben, womit

sich
v

v+w—ja)(v—w+ja)

Fw)= (5.14)
ergibt. Das, zusammen mit (5.10), (5.11), (5.12) und (5.13), zeigt sehr schén, dass es ganz unterschiedliche
Arten gibt, dieselbe Funktion anzuschreiben. Um umgekehrt zu entscheiden, ob zwei unterschiedlich aussehende
Ausdriicke (die Sie etwa in zwei verschiedenen Biichern finden) dieselbe Funktion angeben, ist ein bisschen
Termrechnung nétig. Man behilt den Uberblick umso besser, je geiibter man im Umgang mit Termen ist.
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Abbildung 5: Der Graph von (5.15) fiir a = 1 und v = 0.5 (links oben), v = 3 (rechts
oben), v = 10 (links unten) und v = 100 (rechts unten).

6 Audiosignale und der Zusammenhang mit der
Fourierreihe

Nun wenden wir uns der Fourieranalyse von Audiosignalen zu. Audiosignale transportieren
Informationen, die akustischen Quellen entstammen, also etwa menschlichen Stimmbandern
oder Musikinstrumenten. Da das Frequenzspektrum eines Tons Auskunft (iber seine Klangfarbe
gibt, ist es fiir Fragen der Aufnahme, Komprimierung und Ubertragung akustischer Daten
sowie fiir die Optimierung der Klangqualitdt von Empfangs- und Abspielgerdten von Interesse.
Installieren Sie sich eine App auf Ihrem Smartphone, die das Frequenzspektrum des akustischen
Signals, das liber das Mikrophon aufgenommen wird (etwa ein paar Takte Musik oder einige
gesprochende Worte), in grafischer Form anzeigt’! Ein typisches Spektrum sieht aus wie in
Abbildung 6 gezeigt. Was hat es mit der Fouriertransformation zu tun?

Die Fouriertransformierte F' eines zeitabhdngigen Signals f wird mit Hilfe der Formel (1.2)

7 Beispielsweise die von der Rheinisch-Westfilischen Technischen Hochschule Aachen entwickelte App phy-
phox, die auch viele andere physikalische Anwendungen erlaubt, siehe https://phyphox.org.
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Fourier-Transformierte
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Abbildung 6: Die Abbildung zeigt ein von der App phyphox generiertes Frequenzspek-
trum einer Musikaufnahme. Beachten Sie, dass beide Achsen logarithmische MaBstibe
tragen! Die Peaks bei Frequenzen zwischen 100 und 500 Hz (es handelt sich dabei um
Frequenzen, nicht um Kreisfrequenzen) sind tatsichlich sehr ausgeprégt und markieren
die dominanten Frequenzanteile. Dass die Abstinde zwischen den kleineren Peaks bei
groBen Frequenzen scheinbar immer ndher zusammenriicken, verdankt sich dem loga-
rithmischen MaBstab der Frequenzachse.

berechnet. Streng genommen miisste f fiir alle Zeiten ¢ definiert sein, da sich das Integral ja
von —oo bis 0o erstreckt. Aber einerseits ist kein reales Signal unendlich lang, und andererseits
sind wir auch nicht am Frequenzspektrum sehr langer Signale interessiert. Was wiirde man
schon mit den in der Aufnahme einer abendfiillenden Oper steckenden Frequenzen anfangen?
In der Praxis ist vor allem die Analyse von Signalen in vergleichsweise kurzen Zeitabschnitten
relevant. Ein solches Zeitfenster muss zumindest so lang sein, dass die Schwingungen mit den
niedrigsten Frequenzen, die man noch im Spektrum identifizieren mochte, mehrere Male darin
Platz finden. Bei einem — sehr tiefen — Ton mit einer Frequenz von 50 Hz stiinden in einer
Sekunde immerhin 50 ganze Schwingungszyklen zur Verfiigung, in einer Zehntelsekunde noch
5. Wir wollen zundchst mit einem eher kurzen Zeitfenster beginnen. Es soll nicht viel langer
sein als n&tig, um die relevante Information iiber die gerade abgespielten Tone oder Gerdusche
zu beinhalten. Stellen wir uns vor, aus einer langen Aufnahme wird ein solches Fenster der
Dauer T fiir die Analyse ausgewahlt, also ein Zeitintervall der Form [tg, ;] mit t; = to + T.
Wir bezeichnen die Funktion, die das Signal innerhalb dieses Fensters beschreibt, mit ¢ und
wollen dessen Frequenzspektrum ermitteln.

Mit g alleine kann die Formel (1.2) fiir die Fouriertransformierte nicht angewandt werden, da
g(t) fir t <ty und t > t; nicht definiert ist. Die einfachste Mdglichkeit, dennoch zu einem
Frequenzspektrum zu kommen, besteht darin, das Integral in (1.2) nur iiber das ausgewahlte
Zeitfester zu erstrecken. Indem wir ffooo durch fttol ersetzen, berechnen wir allerdings in Wirk-
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lichkeit die Fouriertransformierte jenes Signals, das im Intervall [to, 1] mit g iibereinstimmt,
davor und danach aber gleich 0 ist. Das entspricht der (fiir alle Zeiten definierten) Funktion

0 wennt <t

f(t) =< g(t) wennty <t <ty » = X 9(t). (6.1)
0 wennt>t.

lhre Fouriertransformierte ist durch

oo t1
F(w) = / e Ut f(t)dt = / e 79t g(t) dt (6.2)
—0o0 to

gegeben. Stellt sie das Frequenzspektrum des Signals g dar? Das konnen wir eigentlich nicht
ohne Weiteres erwarten, denn allein die Tatsache, dass f auBerhalb des Intervalls [to, t1] gleich
0 ist, also die endliche Dauer des Zeitfensters, die mit dem Verhalten von g innerhalb des
Zeitfensters nichts zu tun hat, findet ebenfalls ihren Niederschlag im Verhalten von F'. Auch
dass sich die Art und Weise, wie sich ein Signal an den Randern eines solchen Fensters verhilt,
sehr stark auf dessen Fouriertransformierte auswirkt, haben wir bereits bei der Diskussion
des Rechtecksimpulses und des Rechtecksimpulses mit Flanken in den Abschnitten 2 und 3
gesehen. Auch eine andere Uberlegung zeigt, dass F nicht nur die in g enthaltenen Frequenzen
angibt: Ist g hinreichend friedlich, so ist I’ eine wunderschone differenzierbare Funktion, die
fiir |w| — oo gegen 0 abfillt, und mit deren Hilfe das Signal f als Uberlagerung

£t =+ / 9t F(w) dow (6.3)
21 J_ o

dargestellt wird. Selbst wenn zu g nur wenige Frequenzen beitragen (im Extremfall nur eine,
beispielsweise wenn ¢(t) = cos (2 ¢/T') im Intervall [to,t1] = [0,T] ist), liefert F ein kon-
tinuierliches Spektrum. Ein wesentlicher Teil der in F' enthaltenen Information widerspiegelt
das globale Verhalten von f und hat mit den Details des eigentlich interessierenden Signals
g nichts zu tun. Misstrauen gegeniiber F' ist also gerechtfertigt. Eine bessere Definition des
Spektrums kénnte die im Intervall [to, ;] berechnete Fourierreihe von g liefern®:

o0

g)= 3 cuel™" (64)
wobei t
2 [
U= % und ¢, = f/ e Mt g(t)dt firn € Z. (6.5)
to

Dass sie wirklich das gesuchte Spektrum darstellt und nicht von der zufilligen Platzierung des
Zeitfensters abhangt, konnen wir aber nur erwarten, wenn das urspriingliche Audiosignal, aus
dem ¢ herausgeschnitten wurde, zumindest eine Zeitlang vor dem Beginn ¢, des Zeitfensters
und nach dem Ende ¢; des Zeitfensters aus (zumindest niherungsweisen) Wiederholungen

8 Die Kreisfrequenz der Grundschwingung, die hier v heiBt, wurde im Skriptum Fourierreihen: Einfiihrung
mit w bezeichnet. AuBerdem wissen wir aus der Theorie der Fourierreihen, dass das Gleichheitszeichen in (6.4)
genau genommen nur ,fast iiberall” gilt, d.h. mit Ausnahme der Sprungstellen von g. Das ist aber fiir die
folgende Argumentation nicht relevant. Sie kdnnen sich auch vorstellen, dass g iiberall stetig ist.
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von g besteht, d.h. wenn die Fensterbreite 7" der tatsdchlichen (physikalischen) Periodendauer
(oder einem ganzzahligen Vielfachen davon) méglichst gut entspricht. Wir wollen in den nun
folgenden Uberlegungen annehmen, dass das der Fall ist. Damit kénnen wir die ganzzahligen
Vielfachen von v als die physikalisch relevanten Kreisfrequenzen identifizieren und die Fou-
rierkoeffizienten ¢, als Darstellung des Frequenzspektrums. Fassen wir den Ausdruck (6.4) als
eine auf ganz R definierte Funktion auf, so knnen wir mit Hilfe der Rechenregel

el o—e 27(w —a) (6.6)

ihre Fouriertransformierte im Sinn von Distributionen zu

Gw) =21 > cub(w—nv) (6.7)

n=—oo

ermitteln®. Fiir ein sehr kurzes Zeitfenster kdnnen wir nicht erwarten, dass die Funktion (6.2),
die ein kontinuierliches Spektrum darstellt, eine gute Niherung fiir die Distribution (6.7), die
ein diskretes Spektrum darstellt, ist. Was tun? Wir vergroBern das Zeitfenster, indem wir g
mehrere Male wiederholen. Eine einzelne Wiederholung von ¢ entspricht einer Verschiebung
im Argument von f. So beschreibt etwa die Funktion

fs(t) = fFE+T) + f() + f(t =T) (6.8)

ein Signal, das aus dem Hintereinander-Abspielen dreier Versionen von g besteht, und zwar in
den Intervallen [ty — T, to], [to,t1] und [t1,t1 + T]. Nun kommt uns der Verschiebungssatz

fit—a) o—e &7 F(w) (6.9)

zu Hilfe: Jede zusatzliche Wiederholung von g liefert eine Fouriertransformierte, die aus dem
Produkt von F(w) mit einem Phasenfaktor besteht. Die Fouriertransformierte von (6.8) ist

gegeben durch A _
Fyw)= (T +1+e7T¥) F(w). (6.10)

Wird das Signal g des Zeitfensters 2m + 1 mal abgespielt (wir bezeichnen das Gesamtsignal
dann als f5,,11), so entspricht das einem Faktor

homir(w) = Y /"7, (6.11)
mit dem man F'(w) multiplizieren muss, um F5,, 1 (w) zu erhalten:
F2m+1(W) = h2m+1 (W) F(w) (612)

hs(w) ist gleich dem in (6.10) auftretenden Faktor (€77 + 1+ e777%). Im Grenzfall m — oo,
also unendlich vieler Wiederholungen in der Vergangenheit und in der Zukunft, ergibt sich ein

9 Vielleicht erinnern Sie sich daran, dass eine der Ubungsaufgaben im Skriptum Fouriertransformation:
Einfiihrung darin bestand, die Fouriertransformierte einer als Fourierreihe gegebenen 27-periodischen Funktion
(im Sinn von Distributionen) zu berechnen. Das entspricht dem Schritt von (6.4) zu (6.7) mit T'= 27 (und
daher v =1).
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periodisches Signal f.., das klarerweise zu jedem!® Zeitpunkt ¢ mit der Fourierreihe (6.4)
iibereinstimmt. Das bedeutet, dass die Fouriertransformierte Fi,, mit (6.7) ibereinstimmen
muss,

Fo(w) =Gw), (6.13)
und daher das korrekte Frequenzspektrum darstellt. Wir konnen also erwarten, dass die Fou-
riertransformierte Fy,, 1 von fs,,.1 das tatsichlich in g enthaltene Spektrum umso treuer
darstellt, je groBer m ist. Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie sich die Wiederholung des
Signals g auf die Fouriertransformierte auswirkt, sehen wir uns die Graphen einiger der Funk-
tionen hap, 41 (die alle reell sind) an: Abbildung 7 zeigt sie fiir 7 = 27 und m = 1,2,5 und

hy(w) ha(w)

//z\v/l\/ A /\

AN
Vel \/\/U \/\J VUTVVRY

hs(w)
152 w hio(w)

N ﬂ 10

8
6
4

-1

| 5]
T T

ATV ALY

:'UV—:L,UUUb—]"."t"\l_\iE

Abbildung 7: Die Graphen der Funktionen hg,,, 11 von (6.11) fir T = 2rund m = 1,2,5
und 10. Je groBer m ist, umso deutlicher treten schmale Peaks bei den ganzzahligen
Kreisfrequenzen hervor. Fiir andere Werte von T sehen die Graphen ganz dhnlich aus,

nur befinden sich die Peaks dann bei den ganzzahligen Vielfachen von v = 2%

10. Fiir groBes m besitzen sie deutliche und schmale Peaks bei den ganzzahligen Vielfachen
von v. Durch die Multiplikation von F'(w) mit einem hgp,11(w) in (6.12) werden die Peaks von
hom+1(w) auf Fy,,1(w) lbertragen, wobei die Rolle von F'(w) hauptséchlich darin besteht,
den entsprechenden Kreisfrequenzen Gewichte zu geben, mit denen sie zum Signal g beitragen.

10 Genauer: Zu fast jedem Zeitpunkt — siehe FuBnote 8.
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Wir erwdhnen noch, dass mit Hilfe von (6.13) die Beziehung
2nc, =v F(nv) (6.14)

zwischen den Fourierkoeffizienten in (6.4) und der Fouriertransformierten (6.2) hergeleitet
werden kann'!. Daraus folgt mit (6.11) und (6.12), dass

v v Fopii(nv) v
“ = on (nv) 27 hampr(nv) 27 (2m+1) " ° () (6.15)

Fiir den Fall, dass Sie sich jetzt fragen, warum man nicht gleich die Fourierreihe anstelle der
Fouriertransformierten zur Ermittlung des Spektrums berechnet: Uberlegen Sie selbst!

"91]|0S USpUaMIaA (°9) SyIsaiaNo Jsp Sunuydaisg aip 4Ny
UBW /1 "MZQ ], UOA 9SAA SUD[OM ‘IYDIU ¢I9M UBJA (USLIOAA UDJISPUE A
i1yo1u el geJoA uew Juusy 9491213| Jaqe ‘usssedue Jsnepuspoliad (ydsijeyisiyd)
SUDI|YDESIE] SIP UB SI9ISUD)197 SOp Jone(] d1p Uew 91ssnw Jnjeq

Damit ist das Problem fiir praktische Zwecke gelost: Bei oftmaliger Wiederholung desselben
Teilsignals g in aufeinanderfolgenden Zeitintervallen zeigen sich im Fourierspektrum jene Kreis-
frequenzen, die zur Fourierreihe (6.4) von g beitragen, durch schmale Peaks — und zwar umso
deutlicher, je 6fter g wiederholt wird. Ist das gewahlte Zeitfenster groB genug, so kommt die
mit dem herausgeschnittenen Signal berechnete Fouriertransformierte dem tatsachlichen Fre-
quenzspektrum — vor allem hinsichtlich der Peaks — sehr nahe. Zwei Fehlerquellen, die in den
obigen Uberlegungen unberiicksichtigt geblieben sind, bleiben allerdings: Erstens haben wir
vorausgesetzt, dass die Dauer des Zeitfensters an die tatsichliche (physikalische) Perioden-
dauer angepasst, d.h. ein ganzzahliges Vielfaches von T = 27” ist. Da man v aber vorab nicht
kennt, wird diese Anpassung in der Regel nicht gegeben sein. Die iiber ein geniigend groBes
Zeitfenster ermittelte Fouriertransformierte wird durch dieses , falsche Herausschneiden" zwar
einen zusatzlichen Anteil bekommen, der iiber alle Kreisfrequenzen mehr oder weniger konti-
nuierlich verteilt ist, aber die Peaks, bei denen sich die tatsichlich relevanten Kreisfrequenzen
zeigen, nicht unterdriicken kann. Und zweitens wird in der Praxis das Signal innerhalb des
Zeitfensters nicht aus exakten Wiederholungen eines kurzen Abschnitts bestehen, d.h. die
Fourierreihe (6.4), die uns als Modell gedient hat, ist nur als Naherung an die tatsachlichen
Verhaltnisse zu verstehen.

So kommt also das von lhrer App angezeigte Spektrum im GroBen und Ganzen zustande.
Dabei wird meist nur das Amplitudenspektrum |F'(w)| gezeigt — es gibt an, wie stark die ein-
zelnen Kreisfrequenzen beitragen —, wahrend die Phasenbeziehungen zwischen den zugehdrigen
harmonischen Schwingungen auBer Betracht bleiben.

oo ) )
' Man benétigt dafiir die im Vorgingerskriptum angeschriebene Beziehung >° e/"t =27 Y §(t —

n=-—0o0 n=—oo

27 n) (Dirac-Kamm). Mit ¢ = T w folgt dann, dass (6.11) fiir m — oo gegen 2 > 6(T'w — 27 n) strebt,

n=—oo

waszu v Y. O(w—wvn) umgeformt werden kann. Das Produkt dieser Distribution mit F'(w) ist dann gleich
n=—oo

F(w), und durch Vergleich mit (6.7) ergibt sich (6.14).
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Nachbemerkung: In der heutigen digitalen Nachrichtentechnik berechnet man
das Spektrum nicht als Integral, sondern tastet das Signal wahrend des Zeit-
fensters in sehr kurzen Zeitabstianden ab und approximiert das Integral, das die
Fouriertransformierte angibt, mit Hilfe der abgetasteten Werte durch eine Summe,
die , diskrete Fouriertransformation*(discrete Fourier transform, kurz DFT). Diese
Summe wird iiberdies sehr geschickt und schnell berechnet — ein Verfahren, das
als ,,schnelle Fouriertransformation"(fast Fourier transform, kurz FFT) bezeichnet
wird. Des Weiteren konnen Frequenzen in der Fouriertransformierten, die von der
endlichen Dauer des Zeitfensters herriihren und in dem uns interessierenden Si-
gnal gar nicht vorkommen, durch Multiplikation des Signals mit einer glattenden
. Fensterfunktion” zusatzlich unterdriickt werden. Wird der komplette Vorgang
wiederholt hintereinander ausgefiihrt, um zeitliche Anderungen des Spektrums zu
untersuchen, so spricht man von der ,Kurzzeit-Fouriertransformation" (short-time
Fourier transform, kurz STFT).

7 Amplitudenmodulation

In der Nachrichtentechnik mochte man unter anderem Audiosignale durch Funk, d.h. in Form
elektromagnetischer Wellen (,,drahtlos") iibertragen. Die typischen Maximalfrequenzen, die
das menschliche Ohr wahrnehmen kann, liegen bei 20 kHz. Elektromagnetische Wellen die-
ser Frequenz haben eine Wellenlinge!? von 15km und kdnnten nur mit Antennen dieser
GroBenordnung (genauer: einem Viertel der Wellenlange) gesendet und empfangen werden.
Das ist fiir praktische Zwecke — wie etwa den Mobilfunk — natiirlich zu groB. Tiefe Tone
entsprechen Frequenzen um 20 Hz und einer Wellenlange von 15000 km, was als Antennen-
groBe vollig unrealistisch ist. Die Abhilfe besteht darin, das Audiosignal einer hochfrequenten
elektromagnetischen Trigerwelle aufzupragen. Die verwendeten Frequenzen liegen derzeit im
Bereich von 400 MHz (Wellenlénge 75 cm) bis 4000 MHz = 4 GHz (Wellenlange 7.5 cm). Wir
wollen die Zeitabhangigkeit eines solchen hochfrequenten Tragersignals durch die Funktion

t — cos(Qt) (7.1)
darstellen. Seine Kreisfrequenz ) liegt also zumindest bei mehreren 10% s,

Das Audiosignal, das die zu libertragende akustische Information darstellt, das sogenann-
te Nutzsignal, beschreiben wir mit Hilfe einer Funktion g : ¢ — g(t). lhre Fouriertrans-
formierte G : w — G(w) wird also nur in einem Intervall zwischen wmi, ~ 10%*s™! und
Wmax &~ 10°s71 < Q (und, da jeweils w und —w zur gleichen physikalischen Kreisfrequenz
|w| gehoren, im gespiegelten Intervall zwischen —wpmax und —wmiy) die fiir die Ubertragung
relevanten Beitrage enthalten. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass Kreisfrequenzen,
die auBerhalb dieser Bereiche liegen, aus dem Nutzsignal herausgefiltert worden sind.

Die einfachste (noch nicht ideale) Moglichkeit, die Information des Nutzsignals dem Trager-
signal aufzuprégen, ist die Amplitudenmodulation mit unterdriicktem Trager. Sie besteht

12 Dije Wellenlinge ist durch A\ = ¢ gegeben, wobei f die Frequenz und ¢ ~ 300000km/s die Lichtge-
schwindigkeit ist.
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darin, mittels einer geeigneten physikalischen Realisierung das Tragersignal (7.1) mit dem
Nutzsignal g zu multiplizieren. Damit ergibt sich das zu iibertragende Signal zu

fauT(t) = g\(ﬁ)/ - cos(2t). (7.2)

niedrig- hoch-
frequent frequent

Da sich der Faktor g(t) iiber viele Perioden des Tragersignals nur langsam verandert, kann man
ihn (genauer: seinen Betrag) als zeitlich verdnderliche Amplitude interpretieren. Man spricht
von einem amplitudenmodulierten Signal. Dabei besteht allerdings ein Problem, das daher
rihrt, dass die Funktion g nicht immer positiv sein muss. Aus dem zeitlichen Verhalten des
Produkts (7.2) geht das Vorzeichen von ¢(t) nur dann eindeutig hervor, wenn das Vorzei-
chen des (unmodulierten) hochfrequenten Tragersignals zu jedem Zeitpunkt bekannt ist. Das
Problem ist in Abbildung 8 illustriert.

Abbildung 8: Amplitudenmodulation mit unterdriicktem Trager: In beiden Féllen ist
) = 30. Das Nutzsignal links (roter Graph) ist sin(t), das Nutzsignal rechts (roter
Graph) ist | sin(t)|. Die griin dargestellten modulierten Signale unterscheiden sich kaum.
Nur wenn Sie genau schauen, bemerken Sie einen minimalen Unterschied.

Eine bessere Moglichkeit, die kurz Amplitudenmodulation genannt wird, besteht darin, zum
Nutzsignal zuvor noch ein zeitlich konstantes positives Signal k£ (den sogenannten Gleichanteil)
zu addieren, also das Tragersignal mit k+ g(t) anstelle von g(¢) zu multiplizieren. Damit ergibt
sich das zu iibertragende Signal zu

f(t) = (k +g(t)) - cos(§21). (7.3)
—_—
niedrig- hoch-

frequent  frequent

Abbildung 9 zeigt, dass das oben genannte Problem nicht mehr auftritt, wenn k groBer ist als
der maximal auftretende Wert von |g(?)].

Wir wollen nun untersuchen, wie das Frequenzspektrum G des (niedrigfrequenten) Nutzsignals
g mit jenem des (hochfrequenten) amplitudenmodulierten Signals (7.3) zusammenhangt. Um
die Fouriertransformierte F' von f zu ermitteln, zerlegen wir das Signal in die beiden Anteile
k cos(Q2t) und g(t) cos(Q2t). Die Fouriertransformierte von cos({2t) wird, wie wir aus dem
Vorgéngerskriptum wissen, durch die Distribution 7 (8(w — ) + 6(w + §2)) dargestellt. Daher
gilt

k cos(Qt) o—e 7k (6(w—Q)+d(w+9Q)). (7.4)
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Abbildung 9: Amplitudenmodulation: In beiden Féllen ist 2 = 30. Die Nutzsignale sind
die gleichen wie in Abbildung 8. Zu beiden wurde ein Gleichanteil k = 2 addiert. Die roten
Graphen entsprechen den Funktionen t — 2+sin(¢) (links) und ¢ — 24| sin(t)| (rechts).
Die griin dargestellten modulierten Signale unterscheiden sich nun deutlich voneinander,
sodass die entsprechenden Nutzsignale nach der Ubertragung leicht wiederhergestellt
werden konnen.

Um die Fouriertransformierte von g(t) cos(€2t) zu ermitteln, schreiben wir

cos(t) = % (79 7700y, (7.5)
wenden den Verschiebungssatz
e g(t) o—e G(wT Q) (7.6)
an und erhalten .
g(t) cos(Q2t) o—e §(G(w — Q)+ G(w+Q)). (7.7)
Damit ist die Fouriertransformierte F' von f gefunden:
Flw)=7k(6(w—-Q) +dw+Q)+ % (Glw—Q)+Gw+9Q). (7.8)

Der erste Summand beschreibt zwei Delta-Peaks bei den Kreisfrequenzen €2 und —€2. Der
zweite Summand enthalt zwei verschobene Varianten der Fouriertransformierten G von g: eine
um 2 nach rechts verschobene und eine um €2 nach links verschobene. Ein Beispiel dafiir ist
in Abbildung 10 gezeigt.

Das bedeutet, dass sich das Frequenzspektrum beim Ubergang vom (niedrigfrequenten) akus-
tischen Originalsignal zum (hochfrequenten) amplitudenmodulierten Signal, das in Form elek-
tromagnetischer Wellen {ibertragen werden kann, in besonders einfacher Weise andert. Im
Kern besteht das Verfahren darin, die Frequenzen des Nutzsignals in einen anderen Frequenz-
bereich zu verschieben. Insbesondere ist es leicht moglich, aus der Kenntnis von F' das ur-
spriingliche akustische Frequenzspektrum G zuriickzugewinnen: Dazu werden zuerst die (be-
kannten) Delta-Anteile von F' subtrahiert, und was iibrigbleibt, ist ein Spektrum, das nur in
zwei weit auseinander liegenden Frequenzbereichen von O verschieden ist. Aus jedem der bei-
den Anteile kann G durch eine simple Frequenzverschiebung (um —§2 bzw. um Q) und eine
Verdopplung rekonstruiert werden.
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Abbildung 10: Die Abbildung zeigt schematisch den Ubergang von der Fouriertrans-
formierten G des Nutzsignals (oben) zum Anteil § (G(w — Q) + G(w + Q)) in der
Fouriertransformierten (7.8) des amplitudenmodulierten Signals, d.h. ohne die Delta-
Terme.

Betrachten wir noch kurz den Anteil im positiven Frequenzbereich, also 1 G(w—(2). Da gemaB
unseren Annahmen die Betrdge der relevanten Kreisfrequenzen des Nutzsignals zwischen wpmin
und wmax liegen und Kreisfrequenzen auBerhalb des relevanten Bereichs aus dem Nutzsignal
herausgefiltert worden sind, ist die Fouriertransformierte G auf die Intervalle [—wmax, —Wmin]
und [Wmin, Wmax] konzentriert. Daher ist die spektrale Information im modulierten Signal in den
Intervallen [©2 — wWmax, 2 — Wmin] und [+ Wmin, 2 4+ Wmax), den sogenannten Seitenbandern, die
symmetrisch zur Kreisfrequenz 2 des Tragersignals liegen, enthalten. In Abbildung 10 (unten)
sind die Seitenbander die Bereiche links und rechts der 2-Markierung, die die Anteile der um
2 nach rechts verschobenen (und halbierten) Variante von G tragen.

8 Lineare Differentialgleichungen mit Hilfe der Fourier-
transformation I6sen

In technischen Anwendungen (beispielsweise in der Wechselstromtechnik) st6B8t man auf Dif-
ferentialgleichungen der Form

F'(&) + D f'(t) +v* f(t) = r(t), (8.1)

wobei die Konstanten D > 0 und v > 0 sowie die Funktion r vorgegeben sind. Gesucht sind
Funktionen f, die (8.1) erfiillen. Sind die Anfangswerte f(0) = f, und f'(0) = f{ ebenfalls
vorgegeben, so gibt es nur eine einzige Losung f. Eine Differentialgleichung dieses Typs heiBt
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, weil auf
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der linken Seite ein linearer Ausdruck in f mit konstanten Koeffizienten steht und Ableitun-
gen von f bis zur zweiten Ordnung vorkommen. Die Funktion r auf der rechten Seite heift
Storfunktion. Ist » = 0, so heiBt die Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen.
Im inhomogenen Fall nennt man

F'(8)+ D f() + v f(t) = 0 (8.2)
die zu (8.1) gehdrende homogene Differentialgleichung.

Physikalische Anmerkung: Auch in der klassischen Mechanik treten Differenti-
algleichungen dieses Typs auf. Bezeichnet f(¢) den Ort eines Kérpers (der sich nur
entlang einer Geraden bewegen kann, sodass f seine einzige relevante Ortskoor-
dinate ist) zur Zeit t, so ist f’(t) seine Geschwindigkeit zur Zeit ¢ und f”(t) seine
Beschleunigung zur Zeit t. Multiplizieren wir beide Seiten von (8.1) mit der Masse
m des Korpers und bringen alles auBer dem ersten Term auf die rechte Seite, so
konnen wir identifizieren

m f"(t) = —mv® f(t) —m D f'(t) +mr(t). (8.3)
— e T )
Fharm FReib Fext

Hier haben wir eine spezielle Form des Grundgesetzes der Mechanik vor uns.
Auf der linken Seite steht das Produkt ,,Masse mal Beschleunigung®. Auf der
rechten Seite steht die Summe dreier Krafte:

e FLam ist eine harmonische Kraft (auch Federkraft genannt). Sie wirkt auf-
grund ihres Vorzeichens immer zum Nullpunkt (ist also eine , riicktreibende
Kraft"), und ihr Betrag ist proportional zur Auslenkung f. Waren die beiden
anderen Kréafte gleich 0, so wiirde sie bewirken, dass die Losungen f von
(8.3) harmonische Schwingungen mit Kreisfrequenz v sind.

o FReip ist eine zur Geschwindigkeit proportionale Reibungskraft mit Reibungs-
koeffizient (Dampfungskoeffizient) m D. Ist D > 0 und r = 0, so bewirkt
sie, dass die Bewegung des Korpers im Lauf der Zeit immer mehr gebremst
wird. Ist D < 2w, so liegt eine gedampfte Schwingung vor. Ist D > 2 v, so
ist die Reibungskraft so groB, dass der Korper nicht mehr schwingt.

o F., ist eine zusatzliche ,duBere” (,externe”) Kraft, die von der Zeit abhangt
und vorgegeben werden kann. Sie kann die Bewegung trotz der Wirkung der
Reibungskraft auf Trab halten, insbesondere wenn sie periodisch ist (man
spricht dann von einer erzwungenen Schwingung), weshalb sie auch An-
triebskraft oder antreibende Kraft genannt wird.

Die Losungen von (8.3) beschreiben die moglichen Bewegungen, die der Korper
unter dem Einfluss dieser drei Krafte ausfiihren kann.

Die Theorie der Fouriertransformation bietet eine Moglichkeit, derartige Differentialgleichungen
zu 16sen. Dazu iibersetzt man (8.1) in eine Aussage iiber die Fouriertransformierte £ von f. Ist
R die Fouriertransformierte von r, und wird die Fouriertransformierte beider Seiten von (8.1)
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gebildet, so erhdlt man nach Beriicksichtigung der Linearitdt der Fouriertransformation und
unter Verwendung der Ableitungsregel (Fouriertransformierte einer Ableitung) die Beziehung

—w?F(w) +jDwF(w) + v Flw) = R(w), (8.4)
die sofort zu
(—w?+jDw+1v?) F(w) = R(w) (8.5)
umgeformt werden kann. Der nachste naheliegende Umformungsschritt ist
R
F(w) = @) (8.6)

—w+jDw+v?’

was bedeutet, dass man die Fouriertransformierte von f kennt. Mit (1.1) ergibt sich

(@) ! /OO elwt Rw) dw (8.7)

" or e —w?+jDw+v?

Hat man also einmal die Fouriertransformierte von r ermittelt, so ist mit (8.7) eine Integral-
darstellung der Losung von (8.1) gefunden. Elegant, nicht wahr?

Doch halt! Wieso heiBt es die Losung? Die Differentialgleichung (8.1) miisste doch viele
Losungen besitzen, nicht nur eine! Fiir jedes Paar (fo, f{)) von Anfangswerten, die ja noch gar
nicht festgelegt wurden, sollte es eine Losung geben. Mit (8.7) hat man eine Lésung gefunden.
Stellt diese Losung etwas Besonderes dar? Und wo sind die anderen?

Um diese Frage zu beantworten, bedenken wir, dass es, obwohl uns nur das Geschehen fiir
t > 0 interessiert (wir haben ja ausdriicklich von , Anfangswerten" gesprochen), auch eine
Zeit ,davor" gibt. Die Funktionen f und r missen auch fiir ¢ < 0 definiert sein, da ja
ansonsten nicht klar ist, was ihre Fouriertransformierten sind. Nun ist es niitzlich, sich an die
oben eingeschobene physikalische Anmerkung zu erinnern. (Wenn Sie sie iibersprungen haben,
gehen Sie zuriick und lesen Sie siel) Wir nehmen nun an, dass die Storfunktion r (die eine
duBere Antriebskraft reprasentiert) nur wahrend einer begrenzten Zeitspanne nennenswert von
0 verschieden ist, sodass ihre Fouriertransformierte R existiert. Da wir D > 0 vorausgesetzt
haben, kommt das System (das nach geniigend langer Zeit praktisch keinen Einfluss von r mehr
spiirt) langsam zum Stillstand. Genauer formuliert: Fiir ¢ — oo strebt f(t) gegen 0. Aber was
war vor der ,Anfangszeit” t = 07 Rein mathematisch kann man ,,in der Zeit zuriickrechnen".
Da sich der D-Term bremsend auf f auswirkt, hat er, wenn f(¢) in der Zeit zuriickverfolgt
wird, die gegenteilige Wirkung. Wenn wir also irgendwelche Anfangswerte (fo, f{)) zur Zeit 0
vorschreiben, so kann es passieren, dass sich die (eindeutige) Losung von (8.1) fiir t — —oo
ziemlich ungestiim verhalt. Typischerweise zeigt sie Schwingungen mit exponentiell immer
groBerer Amplitude, je weiter man in die Vergangenheit zuriickgeht. Der springende Punkt ist
nun: Es gibt nur ein Paar von Anfangswerten (fy, f§), fiir die die Lésung f von (8.1) nicht nur
in der fernen Zukunft, sondern auch in der fernen Vergangenheit gegen 0 strebt. Und genau
diese Losung haben wir mit (8.7) gefunden. Mathematisch steckt dahinter, dass nur diese eine
Losung f liberhaupt eine Fouriertransformierte (im tblichen Sinn) besitzt. Der Grund, warum
wir nur diese eine Losung bekommen haben, besteht also darin, dass die anderen Losungen
gar keine Fouriertransformierte (im iblichen Sinn) besitzen! Das mag wie eine Einschrankung
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aussehen, ist aber in Wahrheit sehr praktisch, namlich dann, wenn r(t) = 0 fir ¢ < 0 gilt
(d.h. wenn die Storfunktion 7 erst zur Zeit 0 ,eingeschaltet” wird). In diesem Fall ist (8.7)
gerade jene Losung von (8.1), fiir die auch f(t) = 0 fir ¢t < 0 gilt, d.h. fiir die sich in der
Vergangenheit gar nichts tut. Das entspricht den Anfangswerten fo = 0 und fj = 0. Man
nennt diese Losung auch zero-state response, also die ,, Antwort” von f auf den Einfluss der
Storfunktion fiir den Fall, dass die (zero-state-)Anfangsbedingung fo = f) = 0 gilt.

Will man auf die anderen Losungen von (8.1) nicht verzichten, so kann man f als Distri-
bution betrachten. Dann existiert die Fouriertransformierte F' (nicht im iblichen Sinn, aber
im Sinn von Distributionen) fiir beliebige Anfangswerte, sodass man anstelle von (8.6) einen
allgemeineren Ausdruck erhilt, in dem auch Deltafunktionen vorkommen. Wir verfolgen das
nicht weiter, vor allem, weil es einfachere Methoden gibt, die fehlenden Lésungen zu finden!3.

Anmerkung: Eine der Fouriertransformation dhnliche Methode der Losung von
Differentialgleichungen, bei der aber das Problem, dass Vorgange vor einem Ein-
schaltvorgang zu beriicksichtigen sind, nicht besteht, ist die Methode der Laplace-
transformation, der ein eigenes Paar von Skripten!* gewidmet ist.

Kehren wir zu der besonderen Losung (8.7) zuriick. Um sie besser zu verstehen, und um sie
leichter anwendbar zu machen, wenn die Stérfunktion r gegeben ist, schreiben wir (8.6) in der

Form
1

F(w) = R(w) G(w) mit Gw)= i Du i

(8.8)
und wenden den Faltungssatz an:
F) = (rxg)(t) o—e R(w)G(w) = F(w), (8.9)

wobei ¢ die inverse Fouriertransformierte von G ist. Um f berechnen zu konnen, bendtigen
wir also zunachst g. Betrachten Sie dazu den Term fiir G(w) in (8.8)! Eine ganz 3hnliche
Fouriertransformierte ist uns bereits begegnet, und zwar jene von (5.2) in (5.11)—(5.14). Um
nicht mit den Namen fiir die Konstanten durcheinanderzukommen, schreiben wir dieses frither
erhaltene Ergebnis in der Form

C
—at g — 1
O(t)e " sin(C't) o—e i 2jam 1 CP (8.10)

an, wobei wir das Symbol v (das ja jetzt ebenfalls auftritt) durch C' ersetzt haben. (Dass Sym-
bole in unterschiedlichen Kontexten fiir verschiedene GroBen verwendet werden, ist aufgrund
der Endlichkeit des Alphabets verstandlich und sollte Sie nicht davon abhalten, entsprechende
Umbenennungen selbst vorzunehmen.) Nach Division durch C' ergibt sich

1

1 —at _;
59(15)6 sin(C't) o—e P e (8.11)

13 Man muss zu (8.7) nur beliebige Lésungen der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung (8.2) addie-
ren. Diese findet man durch den Ansatz f(t) = e** mit A € C. Es ergibt sich eine quadratische Gleichung in ),
die fiir D < 2 v zwei komplexe Lésungen —% +j C mit C = 5 V412 — D? besitzt. Damit sind zwei Lésungen
e~ Pt/2e%iCt yon (8.2) gefunden. Die allgemeine Lésung von (8.2) besteht aus deren Linearkombinationen,
ist also gegeben durch fhom(t) = e~ %/2(a cos(C't) + b sin(C't)) mit frei zu wihlenden Konstanten a und b.
Die allgemeine Losung von (8.1) ist daher die Summe f(g7) + fhom.

14 | aplacetransformation: Einfiihrung und Laplacetransformation: Beispiele.
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Vergleichen wir die rechte Seite von (8.11) mit G(w) in (8.8), so erkennen wir, dass die beiden
Terme gleich sind, wenn wir 2a = D und a® + C? = v? setzen. Fiir D < 2v (den eigentlich
interessanten Fall) folgt dann

C:\/M:,/VZ—(g)Q:%m, (8.12)

g(t) = é (t) e P2 sin(C't) (8.13)

gefunden ist. Damit und mit Hilfe von (8.9) kann die Lésung unserer Differentialgleichung fiir
D < 2v als Faltung von r mit g geschrieben werden:

F0) = rng)(®) = [ o)t =r)dr =

—00

womit die Funktion

/00 r(1)0(t — 1) e Pt/ gin (Ct—71))dr = (8.14)

t
e_Dt/Q/ (1) e?™/? sin (C(t—T))dr.
Im letzten Schritt wurde verwendet, dass §(t — 7) nur dann gleich 1 ist, wenn t — 7 > 0,
d.h. wenn 7 < t ist (und ansonsten gleich 0). Folglich erstreckt sich das Integral im Ergebnis
nur bis ¢, nicht bis co. Der gefihrlich aussehende Faktor e”7/2 im Integranden (der ja ein
exponentielles Anwachsen ausdriickt) ist daher in Wahrheit harmlos.

Zwei Falle sind besonders interessant:

e Ist r(t) = 0 fir t < 0, so gibt das Integral (8.14) fiir ¢ < 0 tberhaupt keinen Beitrag,
womit die obige Behauptung, dass in diesem Fall f(¢) = 0 fiir t < 0 gilt, bestatigt ist.

e Ist r ein Delta-Impuls zur Zeit t¢, also r(t) = §(t — tg), so ergibt das Integral (8.14) fiir
t < to keinen Beitrag und hat fiir t > tq den Wert

¢
é e_Dt/2/ 5(1 —to) eP7/? sin (Ct—71))dr = % e~ D t=10)/2 gin (C(t—to))
(8.15)

Insgesamt erhalten wir dann mit
1
ft) = e Ot — to) e P12 gin (C (t — 1)) (8.16)

eine zur Zeit ty eingeschaltete gedampfte Schwingung. In der oben beschriebenen me-
chanischen Deutung (8.3) bedeutet das, dass der Korper zunachst ruht und zur Zeit ¢,
ganz kurz angestupst wird. Danach ist er nur der harmonischen Kraft und der Reibungs-
kraft ausgesetzt und vollfithrt eine gedimpfte Schwingung. Man kann zur Uberpriifung
mit dem Ausdruck (8.16) unter Verwendung der Beziehung &' (t —ty) = 6(t—to) die linke
Seite der Differentialgleichung (8.1) berechnen. Dazu muss man eine Rechenregel fiir die
Ableitung der Deltafunktion verwenden, die wir nicht besprochen haben. Daher fiihren
wir die Rechnung nicht vor, sondern erwdhnen nur, dass das Ergebnis gleich 6(¢ — to)
ist, wie es sein muss.
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Angesichts des speziellen Ergebnisses (8.16) kdnnen wird nun auch die allgemeine Form (8.14)
der Losung besser verstehen: Die Stérfunktion r kann als , kontinuierliche” Version einer Ab-
folge von Delta-Anstupsern vom Typ (¢t — 7) mit Stérke r(7) verstanden werden:

r(t) = /_OO 5(t — ) r(r) dr. (8.17)

Jeder einzelne Anstupser erzeugt eine Losung der Form r(7) mal (8.16) mit ¢, = 7. Die
»kontinuierliche Abfolge" von DeIta—A_r_wstupsern erzeugt (dank der Linearitat der Differential-
gleichung (8.1)) eine , kontinuierliche Uberlagerung" solcher Lésungen, und nichts anderes ist
(8.14).

AbschlieBend sei angemerkt, dass die Ergebnisformel (8.14) — eine sogenannte Integraldar-
stellung der Losung — auch fiir allgemeinere Storfunktionen giiltig ist als bei ihrer Herleitung
verwendet.

9 Fouriertransformation in mehreren Variablen

Zuletzt wollen wir noch — ohne auf Details einzugehen — einen Hinweis auf eine Verallgemei-
nerung des Konzepts der Fouriertransformation geben.

Die Fouriertransformation kommt nicht nur bei der Signalanalyse zum Einsatz, sondern auch
in anderen technischen und naturwissenschaftlichen Kontexten, wie beispielsweise in der Quan-
tentheorie und der Optik. Dabei muss man sie manchmal auf mehrere Variable erweitern. Wir
skizzieren das anhand von zwei Variablen: Ist f eine Funktion der Variablen x; und x5, so
schreibt man ihre Funktionswerte in der Form f(xy,z5) an. Die Fouriertransformierte F' von
f ist dann ebenfalls eine Funktion von zwei Variablen, die wir w; und ws nennen. Die Funk-
tionswerte von I werden in der Form F'(w;,ws) angeschrieben. An die Stelle von (1.1) und
(1.2) treten dann die Beziehungen

Cdwr [ dwy |
f(fﬁ,x?):/ 2—7:/ #eﬂwlxﬁwm) F(wy,ws) (9.1)

und
F(W1,w2):/ da:l/ dag e W1a1twas2) (0 )Y, (9.2)

Dabei ist zu beachten, dass e/ (Wiaitwzz2) — eHjwrar gjwa@2 gilt Man kann sich (9.2) so
vorstellen, dass zuerst bei festgehaltenem z; die Fouriertransformation der Funktion zo —
f(z1,x2) berechnet wird und vom Ergebnis (das von z; und ws abhidngt) die Fouriertransfor-
mation in der Variable x;. Der Bauplan der obigen Formeln ist so, dass sich fiir den Spezialfall
f(z1,22) = g(x1) h(z2) die Fouriertransformierte F'(wy,ws) = G(wy) H(ws) ergibt, wobei
G und H die Fouriertransformierten von g und h sind. Die letzte Ubungsaufgabe am En-
de dieses Skriptums soll zeigen, dass es in einfachen Fallen durchaus keine Hexerei ist, die
Fouriertransformierte einer Funktion von zwei Variablen zu ermitteln.

Die Verallgemeinerung von (9.1)—(9.2) auf Funktionen in mehr als zwei Variablen liegt auf
der Hand: Es miissen nur entsprechend mehr Variable und Integrale eingefiigt werden.
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10 Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

e Zeigen Sie, dass fiir jedes a > 0 gilt: X[—q,q)(t) = Xx[—1,1] ().
(Das wurde im Abschnitt 2 verwendet.)

Losung:

“(7)P""=IX uon uomueq 4ep neuss ypudsius seq

0= (?) [FT=IX 351 usasuosuy ' = 72 = v— uuam ‘|jeq Ja;z uuep neua$ 1sl se(]

‘TS 7> T— uuam ‘7 yo9|§ uuep neusd 1si (7) 171X

e Aus dem Vorgangerskriptum kennen wir die Beziehung

f(t)=e?" o—e \/g exp (—Z—Z) = F(w) (10.1)

fir b > 0. (Sie finden Sie auch in der Tabelle im Anhang — die Konstante b ist dort mit a
bezeichnet.) Jede der beiden GauBfunktionen f und F besitzt zwei Wendestellen, die man
benutzen kann, um die Breite At von f und die Breite Aw von F' genau festzulegen:
In beiden Fillen sei die Breite definiert als der Abstand zwischen den Wendestellen.
Berechnen Sie At und Aw und zeigen Sie, dass stets At Aw = 4 gilt! Wie interpretieren
Sie dieses Ergebnis?

Losung:

'zuanbai4 pun 1197 uoa jenzoidizay Jop |o1dsiag Se493OM UIS WIN YIS Jopuey SJ
¥ = 0V 1V HWOS pun gz Ag = My %/\ =1V ¥l _yed
9T NF = @ 19q U3 (0 = (™), Bunydi9|9 Jop uslunsoT aIp)
e/

A UOA U3|[91S9puap\ 31 'T:F = 7 19q Ud33||
(0 = (2),,4/ Bunydi9|5) Jsp ua8unsg aIp) [ UOA UB||9ISIPUIAN 31T

e Ermitteln Sie die Fouriertransformierte des folgenden Signals:
h(t) = 0(t)te *" sin(vt)
Losung:

.Z(Zﬂ+zm—MD[Z+ZD) B Zﬂ—i—zm—(”)’D[z—l—ZD@[_

[ =
(ml+m)ag P (Mg b= (g
13104 (), f Le—0 (3)f 7 0s|e (M), e—o (3)f 2 {— [dFaus3unye|qy
19p SY|IH UIN j9|[2qeL 49p ul 1y33s (7) [ UoA (M),] 91ISIWIOJSUBILISLINOS 3I(]
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e Ermitteln Sie die Fouriertransformierte des folgenden Signals:

s(t) = 0(t) e " cos(vt)

Losung:

— r
o zmm{f; ET& _ (m)g a1 swugesig seq
(1 £ m)g o (1)f .42 Z3BSSBUNQGIIYISISA USP USPUSMIDA
pun (,,r 2+ ,.¢2) % = (7 11)S0D UQIRIYIS JIN
i9[]199e 49p Ul 1ya1s (7)/ UOA (M), S191WIO)JSURILISLINOS 31
4o-2 (19 = (1) 1ew (3)s00 Ya19|8 35t (3)s

e Die Fouriertransformierten der Funktionen fi(t) = 6(t)e %! sin(vt) (Tabelle!) und
fa(t) = 0(t) e~ cos(vt) (vorige Aufgabe!) sind uns bereits bekannt. Die Terme fiir
f1 und f5 sehen ja ziemlich dhnlich aus. Da Sinus und Cosinus nur verschobene Varian-
ten voneinander sind, wiirde man erwarten, dass sich auch ihre Fouriertransformierten
Fi(w) und Fy(w) 3hneln. Allerdings ist ihr Verhalten fiir |w| — oo verschieden, denn
fiir groBe |w| fallt der Betrag von Fj(w) wie —; ab, der Betrag von F(w) aber wie <.
Begriinden Sie diesen Unterschied! (Ware er auch ohne genaue Berechnung der Fourier-

transformierten zu erwarten gewesen?)

Losung:

"U9SOMI3 US1JBMIS NZ USLISIWIOJSURILIBLINO JBP Sunuydaiag aneuss suyo
yone os|e aiem 9443 49 ‘1||Biqe % SIM INU USYDI|puUSUN Wi & ssep
‘" UOA 119%31193SU ) 9SSIP PIMSQ ‘WSIINSIP € 1HUYISqY Wi SIAA
‘Bunudg usuie () = 7 199 & yoew T = (())s0d usBapA jIydiu &f ‘3ie1s 1St Lf

e Sei g das im Zeitintervall [—1, 1] definierte Audiosignal mit folgendem Verlauf: Es ist
zunachst gleich 0, springt zum Zeitpunkt ¢ = —% auf den Wert 1 und zum Zeitpunkt
t = 3 wieder auf 0 zuriick. Zeichnen (oder plotten) Sie seinen Graphen! Das fiir alle
Zeiten definierte Signal f; bestehe darin, dass ¢ fiinf mal hintereinander , abgespielt”
wird, und zwar (jeweils entsprechend zeitverschoben) in den Zeitintervallen [—5, —3],
[—3,-1], [-1,1], [1,3] und [3,5]. Fiir t < =5 und ¢ > 5 sei f5(t) = 0. Ermitteln
Sie die Fouriertransformierte F5 von f5 mit der in Abschnitt 6 besprochenen Methode!
Zeichnen (oder plotten) Sie auch die Graphen von f; und Fj (letzteren im Bereich
—20 < w < 20)!

Losung:

'(%)18 ((mv)so:) ¢+ (mg)soo g + ) g (m)ey = (M)
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e In der Abbildung zur Lésung der vorigen Aufgabe, die den Graphen von Fj zeigt, sind
die ganzzahligen Vielfachen von 7 (auBer 0) rot eingezeichnet. Was hat es mit diesen
Stellen auf sich? Welche Bedeutung haben die Werte von F5 an den Stellen nx fiir
nez?

Losung:

" ,usaidsnzqe” Jspueursiajuly [ew juny b ‘3ys1ssq uliep yd18ips| uIspuos
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b uoA sy1aa1a1un04 4op Sunuyda4ag S1YR4IP Y24Np JYdI9| UsSUUOY SMIAA 9S91(]
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pun u ud|yez uszued uspesas usJopue Jjje Uny () = “2 SIMOS
0 18j0} 97 4N} WIS ususqgeFaZue aqedyny UsZLOA Jop JunsoT JSp ul wap U\
"9YI24J3LIN0] J3p O UIUSIZIJJS0X4914N0H USP |ew ()T
Yo19|8 ¢ = w Nw (GT'9) gewad puls ud||91S UISAIP UB 7 UOA 31NN 31
"U939414Ne SYI94I31UN0 49p Ul SIp ‘uszusanbaujsialy| sIp neusd puis
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19p zuanbauysiaiay} a1p pun g yoI9|8 7, 1SNEPUSPOLID SIP 1SI OS ‘1 DIIMIUD
9Y1944914n0 dUId Ul ($°9) Ul 3IM pun 1719593140} 3 zued yne yosipouad 6 papp
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e Im Abschnitt 8 wurde vorgefiihrt, wie man eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Storfunktion (deren Fouriertransformierte
existieren soll) mit Hilfe der Fouriertransformation I6sen kann und dabei jene Lésung
bekommt, die sowohl fiir t — oo als auch fiir t — —oo gegen 0 strebt. Verfahren Sie in
analoger Weise mit der Differentialgleichung erster Ordnung

@) +aft)=r) (10.2)

mit positiver Konstante a und einer Storfunktion r, die so vorgegeben sei, dass ihre Fou-
riertransformierte existiert! Ermitteln Sie eine Integraldarstellung der Lésung, indem Sie
(i) die Fouriertransformierte beider Seiten von (10.2) bilden und damit die Fouriertrans-
formierte der gesuchten Losung erhalten und (i) mit Hilfe des Faltungssatzes auf die
Losung f selbst schlieBen. (Das Ergebnis gilt dann auch fiir allgemeinere Storfunktionen.)

Losung:

1p 102 (L) / 10D = 2 a2 (4~ D) () / -

2 o0
00—
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ml+nv
1 = (H ww ()F (") = (@) U8 4eq
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e An ein RL-Glied (Ohmscher Widerstand R und Spule mit Induktivitdt L in Serie ge-
schaltet) wird eine Spannung u(t) = 6(t) Uy sin(w t) angelegt. (Mit anderen Worten: Die
Wechselspannung Uy sin(w t) wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet.) Die Stromstarke
1 erfiillt dann die Differentialgleichung

d . :
L pr i(t) + Ri(t) = u(t) (10.3)

mit der Anfangsbedingung i(0) = 0. Ermitteln Sie die Losungsfunktion mit Hilfe der in
der vorigen Aufgabe gefundenen Integraldarstellung!

Losung:
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e Ermitteln Sie die Fouriertransformierte der folgenden Funktion in zwei Variablen:

fxr,29) = ™™

— 192

Losung:
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11 Anhang: Wichtige (inverse) Fouriertransformierte

Funktion Fouriertransformierte Anmerkung
2
e—oltl 2—a ac€R,a>0
a? + w?
2 —jbw
e lt=0l 2ac a,beR,a>0
a2+w2
) 2 jbe ,—jbw
eict g=alt=b| ae °r a,b,ce R,a >0
a’?+ (w —c)?
1
—_ Ee‘“‘“‘ aceR,a>0
a? + t2 a
; Ee_jbwe_alw‘ a,beR,a>0
a’?+ (t — b)? a
. i (‘j L4 p2lw|> p,q € R,p* <4q
—— ————exp | S pw — 5 V4q - : :
t2+pt+q [4q — p? 2 9
t
a2+ 2 —j msign(w) e ! aceR,a>0
1 T ( (aw)+ , (a!w[)) ( alwl CRa>0
—_ cos | — sin | — exp | ———= a ,a
at + 4 ad /2 V2 V2 P V2
t Jm . (aw a|wl
_ —*—sin|— ) e — ac€R,a>0
L a2 <\/§> Xp( \@)
2
emot? \/E exp (_w_) ac€R,a>0
a 4a
2 ™ w2
ea(t=b) —exp|———Jjbw a,beR,a>0
a 4a
X[-a,a) () 2asi(aw) aceR,a>0
. T
si(at) — X[-a,q (W) ac€Ra>0
a
1
O(t) et , aceR,a>0
a+jw
v

O(t) e sin(vt)

a’+2jaw — w? + v?

a,v € Rja>0
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Generell wurde in der Tabelle auf die Angabe multiplikativer Konstanten verzichtet. Bei Bedarf
kdnnen beide in einer Zeile angegebenen Terme mit der gleichen Konstanten k € C multipliziert
werden.

Die ersten beiden Spalten der Tabelle konnen — je nach Fragestellung — ,,von links nach rechts"
(zum Ermitteln der Fouriertransformierten einer gegebenen Funktion) oder ,,von rechts nach
links" (zum Ermitteln der inversen Fouriertransformierten einer gegebenen Funktion) gelesen
werden. Zusammen mit der im Anhang des Vorgangerskriptums angegebenen Tabelle der
Rechenregeln fiir die Fouriertransformation ist damit ein umfangreicher Fundus von Paaren
(Funktion, Fouriertransformierte) abgedeckt.

Dieses Skriptum wurde erstellt im Mai 2018 im Rahmen der Kooperation

»Skripten fiir technische Studiengédnge"
(http://www.mathe-online.at/projekte/KooperationFHTWSkripten.html)

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Fiir Korrekturen danke ich Harald Stockinger.

Die Skripten-Seite finden Sie unter http://www.mathe-online.at/skripten/.

[Kleinere Korrekturen werden laufend vorgenommen. Letzte Anderung: 13.7.2023 ]
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