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In diesem Skriptum werden die Polardarstellung komplexer Zahlen, die geometri-
sche Deutung der komplexen Multiplikation in der Zahlenebene und die komplexe
Exponentialfunktion behandelt. Mit der Beschreibung von Kreisbewegungen und
Schwingungen durch komplexe Zahlen riicken einige wichtige Anwendungen der
komplexen Zahlen ins Gesichtsfeld.

1 Komplexe Multiplikation, Division, komplex
Konjugieren und Absolutbetrag

Im vorangegangenen Skriptum Komplexe Zahlen und die komplexe Ebene wurden die kom-
plexen Zahlen, die Grundrechnungsarten fiir komplexe Zahlen und das Konzept der komple-
xen Zahlenebene eingefiihrt. Die Addition komplexer Zahlen wurde als Regel zum , Aneinan-
derhangen von Pfeilen” geometrisch gedeutet, die Subtraktion mit Hilfe der ,,Spitze-minus-
Schaft-Regel”“. Im vorliegenden Skriptum wollen wir untersuchen, wie die komplexe Multiplika-
tion geometrisch gedeutet werden kann, und wir werden auf die komplexe Exponentialfunktion
stoBen, ein wunderbares Werkzeug, das in Anwendungen eine wichtige Rolle spielt. Als Vor-
bereitung sehen wir uns zunachst an, wie die komplexe Multiplikation und die Division, die ja
auf die Multiplikation zuriickgefiihrt werden kann, mit dem komplex Konjugieren und mit dem
Absolutbetrag komplexer Zahlen zusammenspielen.

Kurz zur Wiederholung: Die Angabe einer komplexen Zahl z in der Form z = = + jy mit
2,y € R wird ihre Komponentendarstellung genannt®. Die reelle Zahl z, auch geschrieben
als Re(z), ist ihr Realteil, die reelle Zahl y, auch geschrieben als Im(z), ist ihr Imaginarteil?.

I Der Zusatz , mit x,y € R" kann entfallen, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass mit x und y reelle
Zahlen gemeint sind.

2 Wichtig: Real- und Imaginarteil sind beide reell. Verwechseln Sie den Ausdruck , Imaginarteil” bitte nicht
mit dem Ausdruck ,,imagindre Zahl", der fiir komplexe Zahlen verwendet wird, deren Realteil gleich 0 ist!
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Sind z; = 1 + jy; und z = x9 + jys komplexe Zahlen (x1,z2 € R sind ihre Realteile,
Y1, Y2 € R sind ihre Imaginarteile), so berechnen wir ihr Produkt z; 29, indem wir den Ausdruck
(r1+j 11) (w247 y2) ausmultiplizieren und 52 = —1 setzen. Das fiihrt auf die allgemeine Formel

2129 = T1T9 — Y1Y2 + 7 (T1Y2 + y122). (1.1)

Auch Divisionen mit komplexen Zahlen (auBer der Division durch 0) sind problemlos moglich
— die wichtigsten Regeln dafiir holen wir in (1.6) und (1.7) gleich nach. Fiir jede komplexe
Zahl z = x + j y definieren wir ihre komplex Konjugierte

Z=x—jy (1.2)

(in der geometrischen Sichtweise entspricht der Ubergang von z zu Z einer Spiegelung an der
reellen Achse) und ihren (Absolut-)Betrag

|z| = Va2 + 2 (1.3)

(der in der geometrischen Sichtweise als Abstand vom Ursprung zum Punkt (z,y) bzw. als
Lange des Pfeils, der z reprasentiert, verstanden werden kann). Weiters wissen wir bereits,
dass stets

2| =[] (1.4)
und

Bl (1.5)
gilt. Daraus erhalten wir nach Division beider Seiten durch z |z|* mit

1 z

== 1.6

R RE (1.6)

eine bequeme Formel fiir die Berechnung des Kehrwerts einer (von 0 verschiedenen) komplexen

Zahl und mit L
a_az (L.7)

Z9 - ’2’2‘2

eine kompakte Regel fiir das Dividieren komplexer Zahlen. Beachten Sie, dass der Nenner |2,
stets reell und, sofern z5 # 0, ebenfalls # 0 ist.

Im Folgenden bendtigen wir zwei weitere Eigenschaften der komplexen Zahlen, die noch nicht
besprochen wurden.

Die erste Eigenschaft betrifft das komplex Konjugieren und lautet: Fiir beliebige z1, 2, € C
gilt

5 =71 % (1.8)
In Worten: Die komplex Konjugierte eines Produkts ist das Produkt der komplex
Konjugierten. Intuitiv sollte uns das klar sein, denn das komplex Konjugieren besteht ja
lediglich darin, j durch —j zu ersetzen. Ob man zwei komplexe Zahlen multipliziert und
danach diese Ersetzung macht oder zuerst diese Ersetzung in jeder der beiden Zahlen macht
und dann die Ergebnisse miteinander multipliziert, spielt keine Rolle — es kommt in beiden
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Fallen dasselbe heraus. Das gilt auch fiir den Anteil, der vom Produkt der beiden j's herriihrt:
Im einen Fall (zuerst Multiplikation, dann Ersetzung j — —7) bekommen wir ein j2, das gleich
—1 ist. Dem entspricht im anderen Fall (zuerst Ersetzung j — —j, dann Multiplikation) ein
Anteil (—j)?, der ebenfalls gleich —1 ist. Es ist auch nicht schwer, (1.8) mit Hilfe von (1.1)
und (1.2) direkt nachzurechnen.

Eine analoge Regel betrifft die Division komplexer Zahlen: Fiir beliebige z1, zo € C mit 25 # 0

gilt
21 zZ1
a2 1.9
(2)-2 (19)

Ob man zwei komplexe Zahlen dividiert und danach die Ersetzung j — —7 macht oder zuerst
diese Ersetzung in jeder der beiden Zahlen macht und dann die Ergebnisse dividiert, spielt
keine Rolle — es kommt in beiden Fallen dasselbe heraus. Auch diese Regel ist nicht schwer zu
beweisen.

2—-3)
Beispiel: Um die komplex Konjugierte von z = T 4‘7_ zu berechnen, muss man
J
einfach in Zahler und Nenner j durch —j ersetzen:
2—-3) 2+3j
7= Ty 2) (1.10)
3+4y 3—4j

Die zweite Eigenschaft betrifft den Absolutbetrag und lautet: Fiir beliebige z1, 2o € C gilt
|2122‘ = |Zl| |Z2‘. (111)

In Worten: Der Absolutbetrag eines Produkts ist das Produkt der Absolutbetrige.
Mit (1.5) und (1.8) fallt der Beweis leicht:

15 18) (5
|2122|2 (:) 2129 2122 (:) Z1 R9 R1R92 — Z1 21 %2 %2 (:) |Zl|2 |ZQ|2, (112)
woraus durch Ziehen der Wurzel (im reellen Sinn) sofort (1.11) folgt. Ein etwas weniger
eleganter Beweis dieses Sachverhalts besteht darin, (1.11) mit Hilfe von (1.1) und (1.3) direkt
nachzurechnen.

Eine analoge Regel betrifft die Division komplexer Zahlen: Fiir beliebige z1, 2o € C mit 25 # 0

gilt

al _ lal
22|

Die Regeln (1.11) und (1.13) sind in Anwendungen, in denen mit komplexen Zahlen gerechnet

werden muss, oft niitzlich.

(1.13)

zZ9

]
- zu berechnen, muss

2 —
Beispiel: Um den Betrag der komplexen Zahl z = 5

+4
man nicht zuerst z in Komponentendarstellung bringen, sondern kann einfach so
vorgehen:
2] = ‘2 — 37| (13) 23| @3) V22 +32 V13 V13 (1.14)
3+4j 3+4j] V32442 V25 5 '
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Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun gut ausgeriistet, zusatzlich zur Komponentendar-
stellung eine weitere Darstellung komplexer Zahlen kennenzulernen, die einen tieferen Blick in
das Wesen dieser neuen Rechenobjekte erlaubt.

2 Polarkoordinaten

Wir gehen davon aus, dass eine komplexe Zahl z als Punkt in der (komplexen) Ebene (den wir
ab jetzt ebenfalls mit z bezeichnen) aufgefasst werden kann, oder auch als Pfeil (,,Zeiger")
vom Koordinatenursprung (der der komplexen Zahl 0 entspricht) zum betreffenden Punkt.
Wir bezeichnen den Pfeil ebenfalls mit z, machen also zwischen der komplexen Zahl, dem
entsprechenden Punkt der Ebene und dem zugehédrigen Pfeil keinen groBen Unterschied.

Um nun eine konkrete komplexe Zahl z zu charakterisieren, konnen ihre kartesischen (d.h.
auf die beiden Achsen bezogenen) Koordinaten angegeben werden. Das ist die uns bereits
bekannte Komponentendarstellung komplexer Zahlen: z = x + j y entspricht dem Punkt mit
(kartesischen) Koordinaten z (Realteil von z) und y (Imaginarteil von z).

Eine andere Charakterisierung besteht darin, fiir jede komplexe Zahl z

e den Abstand r des Punktes z zum Ursprung (= die Lange des zugehérigen Pfeils)

e und den im Gegenuhrzeigersinn gemessenen Winkel ¢, den der zugehorige Pfeil mit der
positiven reellen Achse einschlieBt,

anzugeben, wie in Abbildung 1 illustriert. Die beiden (reellen) Zahlen r (die Radialkoordinate)

| >

L Re

Abbildung 1: Polarkoordinaten 7 und ¢ einer komplexen Zahl (bzw. eines Punktes) z:
r ist der Abstand von z zum Ursprung (= die Linge des zugehdrigen Pfeils) und ¢ der
im Gegenuhrzeigersinn gemessene Winkel, den der zugehérige Pfeil mit der positiven
reellen Achse einschlieft.

und ¢ (der Polarwinkel) werden als die Polarkoordinaten der komplexen Zahl (bzw. des
Punktes) z bezeichnet. Dabei sind drei Dinge wichtig:



Polardarstellung komplexer Zahlen und die komplexe Exponentialfunktion 5

e Der Abstand 7 von z zum Ursprung (= die Lange des zugehdrigen Pfeils) ist gleich dem

Betrag von z. Es gilt also stets:
r=|z| (2.1)

Im Spezialfall z = 0 ist der Abstand von z zum Ursprung gleich 0, d.h. es gilt dann = 0.
(Der , Pfeil ist in diesem Fall auf Lange 0 geschrumpft.) Fiir alle anderen komplexen
Zahlen gilt » > 0.

e Der Polarwinkel ¢ wird auch das Argument der komplexen Zahl z genannt, geschrieben
arg(z), und meist im BogenmaB angegeben. Er kann auf den Bereich 0 < ¢ < 27
eingeschrankt werden. Die Punkte mit ¢ = 0 liegen dann auf der positiven reellen
Achse, die Punkte mit o = 7 liegen auf der positiven imaginaren Achse, die Punkte mit
@ = 7 liegen auf der negativen reellen Achse, und die Punkte mit ¢ = 37” liegen auf der
negativen imaginaren Achse. Manchmal ist es bequem, auch Werte von ¢, die kleiner als
0 oder groBer-gleich 27 sind, zuzulassen. Fiir diese Falle vereinbaren wir, dass ¢ und ¢ +
27 stets die gleiche geometrische Bedeutung haben3. Damit bezeichnet beispielsweise
ein Polarwinkel von ¢ = —7 das Gleiche wie ein Polarwinkel von ¢ = 37“ Fiir manche
Zwecke ist es sinnvoll, den Polarwinkel auf den Bereich —7 < (o < 7 einzuschranken. Wie
auch immer der Bereich fiir den Polarwinkel festgelegt wird — zunehmendes ¢ entspricht
stets einer Drehung des zugehorigen Pfeils (Zeigers) im Gegenuhrzeigersinn.

e Ist z = 0, so ist, wie bereits erwdhnt, » = 0. In diesem Fall bestimmt z keinen ,, Pfeil”
im iblichen Sinn, und daher ist der Polarwinkel vollig unbestimmt. Ist hingegen z # 0
(und folglich » > 0), so ist der Polarwinkel ¢ (bis auf ganzzahlige Vielfache von 27)
eindeutig bestimmt.

Damit stehen uns gleichzeitig zwei Systeme zur Charakterisierung komplexer Zahlen zur
Verfiigung: Einerseits die Angabe von x und y, d.h. von Real- und Imaginarteil, und ande-
rerseits die Angabe der Polarkoordinaten r und . Bis auf eine kleine Ausnahme steckt in
der Angabe der beiden reellen Zahlen z und y die gleiche Information wie in der Angabe der
beiden reellen Zahlen r und ¢ (wobei r > 0 sein muss und wir bedenken, dass ¢ nur bis auf
ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt ist). Die kleine Ausnahme betrifft nur den Fall, dass
r = 0 ist. In diesem Fall ist z = 0, daher x = y = 0, und ¢ ist unbestimmt*. Vom Nullpunkt
abgesehen, konnen wir die Gleichwertigkeit der beiden Charakterisierungen so anschreiben:

(z,y) — (r, ). (2.2)

Fiir Anwendungen ist es entscheidend, diese Darstellungsformen ineinander umrechnen zu
kdnnen.

3 Der Grund dafiir sollte auf der Hand liegen: Wird ein Polarwinkel um 27 (entsprechend 360° im GradmaB)
erhdht, aber r gleich gelassen, so entspricht das einer vollen Drehung des zugehérigen Pfeils (Zeigers) im
Gegenuhrzeigersinn. Der urspriingliche und der (um 27) gedrehte Pfeil sind identisch. Damit haben etwa auch
@+ 4m und ¢ — 27 die gleiche geometrische Bedeutung wie . Knapp ausgedriickt: Zwei Polarwinkel werden
miteinander identifiziert, wenn ihre Differenz ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist, d.h. ,,wenn sie sich nur
um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden”.

4Man nennt das eine ,, Koordinatensingularitat®. Auf das gleiche Phidnomen stoBen Sie, wenn Sie versuchen,
dem Nordpol oder dem Siidpol der Erde eine geographische Lange zuzuordnen.
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Umrechnung von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten: Den Zusammenhang
zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten fiir eine komplexe Zahl, deren beide
kartesische Koordinaten positiv sind, entnehmen wir der Abbildung 2 (oben links):

(1)

AlIm

P2

¥1

21

Z2

(I11)

(IV)

Abbildung 2: Oben links: Berechnung der kartesischen Koordinaten aus den Polarkoor-
dinaten, wenn z und y beide positiv sind. Das Ergebnis sind die Beziehungen (2.3) und

(2.4).

Oben rechts: Die Beziehungen (2.3) und (2.4) gelten ganz allgemein.

Unten: Bei der Berechnung des Polarwinkels aus den kartesischen Koordinaten muss
man achtgeben, in welchem Quadranten die betreffende komplexe Zahl liegt, siehe dazu
(2.8) und (2.9). Es sind zwei Beispiele z; und 2z dargestellt. Die vier Quadranten sind

mit (I), (II), (III) und (IV) gekennzeichnet.

2 und y sind die Kathetenlangen eines rechtwinkeligen Dreiecks, r ist die Lange seiner Hypo-
tenuse. Um einen Zusammenhang mit dem Winkel ¢ herzustellen, benotigen wir die Winkel-
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funktionen Sinus und Cosinus®. Der Cosinus von ¢ (,,Ankathete durch Hypotenuse") ist gleich
2. Der Sinus von ¢ (, Gegenkathete durch Hypotenuse") ist gleich £. Damit erhalten wir die
Umrechnungsformeln

x =1 cos(p)

y = 1 sin(yp).

Tatsachlich gelten sie nicht nur, wenn die kartesischen Koordinaten x und y positiv sind, son-
dern ganz allgemein, d.h. fiir beliebige Punkte in der Ebene und damit fiir beliebige komplexe
Zahlen. In Abbildung 2 (oben rechts) ist eine komplexe Zahl z dargestellt, deren Polarwinkel
¢ zwischen 7 und 7 liegt. Auch in diesem Fall gelten die Beziehungen (2.3) und (2.4). Es ist
dann cos(¢) < 0 und sin(p) > 0, in Ubereinstimmung damit, dass z < 0 und 5 > 0 ist®. Der
Radius des strichlierten Kreises ist r, sein Mittelpunkt ist der Ursprung. Auf ihm liegen alle
komplexen Zahlen mit Betrag r. Ganz allgemein kdnnen wir also mit (2.3) und (2.4) die kar-
tesischen Koordinaten x und y einer komplexen Zahl ausrechnen, wenn ihre Polarkoordinaten

r und ¢ bekannt sind”.

Aus (2.3)—(2.4) folgt unmittelbar, dass wir eine komplexe Zahl z = x + j y auch in der Form

z =1 (cos(p) + j sin(y)) (2.5)

schreiben konnen, wobei r und ¢ ihre Polarkoordinaten sind. Das ist bereits eine Version
der sogenannten Polardarstellung (sie wird manchmal trigonometrische Polardarstellung
genannt), aber wir werden im nachsten Abschnitt noch eine viel schonere kennenlernen. Ein
wichtiger Aspekt der Polardarstellung geht aber bereits aus Formel (2.5) hervor: In ihr ist die

e Betragsinformation iiber z (die Information iiber die Radialkoordinate 7, d.h. iiber |z|)
fein sauberlich von der
e Winkelinformation (der Information iiber den Polarwinkel ¢, d.h. iiber arg(z))

getrennt.

5 Siehe dazu das Skriptum Winkelfunktionen und ihre Graphen.

61m Skriptum Winkelfunktionen und ihre Graphen wird erklirt, wie die Winkelfunktionen fiir beliebige Win-
kel, also auch fiir Winkel, die kleiner als 0 oder groBer als 5 sind, definiert werden. Dort wurde festgelegt, dass
dem (im Gegenuhrzeigersinn von der z-Achse aus gemessenen) Winkel ¢ stets der Punkt P = (cos(¢), sin(p))
am Einheitskreis entspricht, was genau die Aussage von (2.3) und (2.4) fiir » = 1 ist. Fiir ein beliebiges (posi-
tives) 7 ergibt sich der Punkt (7 cos(p),  sin(i)), in Ubereinstimmung mit (2.3) und (2.4). Ein Beispiel dafiir
ist der Punkt z in Abbildung 2 (oben rechts).

" Dass der Polarwinkel nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 festgelegt ist, stort dabei nicht, da Sinus
und Cosinus periodische Funktionen mit Periode 27 sind: Wird ¢ um 27 erhoht oder erniedrigt, so ergeben
sich die gleichen Werte fiir  und y. Dass der Polarwinkel im Fall » = 0 nicht definiert ist, stért auch nicht,
denn dann ergibt sich aus (2.3) und (2.4) ohnehin z =y = 0.
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Umrechnung von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten: Manchmal sind die
kartesischen Koordinaten x und y (d.h. Real- und Imaginarteil) einer komplexen Zahl = ge-
geben, also z = = + jy (wobei wir voraussetzen, dass z # 0 ist), und man mdochte ihre
Polarkoordinaten wissen. Wie dann die Radialkoordinate r ermittelt wird, folgt sofort aus

(2.1) und (1.3):
r=+/z2+y>. (2.6)

Bei der Ermittlung des Polarwinkels ¢ miissen wir ein bisschen aufpassen. Aus (2.3) und (2.4)
folgt durch Division (sofern x # 0 ist)

in
- (S:osig = tan(yp). (2.7)
Das kénnte zum (falschen) Schluss verleiten, » wére der Arcus Tangens (atan oder tan™') des
Quotienten % Dass das nicht immer stimmen kann, ergibt sich, indem wir zusatzlich zu z =
x+jy auch —z = —x—j y betrachten. Der Quotient ,,Imaginarteil durch Realteil” ist fiir beide
gleich, denn =2 = ¥ aber ihre Polarwinkel entsprechen entgegengesetzten Orientierungen und
unterscheiden sich daher um . Folglich kann ¢ nicht alleine von £ abhdngen. Der tiefere
mathematische Grund fiir dieses Problem liegt darin, dass es im Invervall [0, 27) zwei Zahlen
mit gegebenem Tangens gibt, die unterschiedlichen Winkeln entsprechen, und die wir nicht
miteinander identifizieren diirfen. Die Funktion Arcus Tangens liefert nur einen dieser beiden
Winkel®. Die Lésung des Problems besteht darin, zusitzlich zu beriicksichtigen, in welchem
Quadranten z liegt.

Die vier Quadranten der komplexen Ebene sind in Abbildung 2 (unten) mit (I),
(IT), (III) und (IV) gekennzeichnet. In welchem Quadranten eine gegebene kom-
plexe Zahl mit x # 0 und y # 0 liegt, bestimmt sich aus den Vorzeichen ihrer
kartesischen Koordinaten.

Wir geben zwei Formeln fiir den Polarwinkel an, die stets gelten, wenn x und y beide # 0 sind,
ohne uns weiter in die Problematik zu vertiefen:

e Die erste Formel lautet

atan <Q> wenn x > 0

p = v (2.8)

atan <g> +7 wenn x < 0.
T

Sie liefert immer einen Polarwinkel im Bereich —5<p< ?’7” Jeder Polarwinkel, der sich
von diesem um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheidet, ist natiirlich ebenso
zulassig.

e Die zweite Formel setzt voraus, dass man bereits mit Hilfe von (2.6) die Radialkoordinate
r berechnet hat, und lautet

¢ = sign(y) acos (;) , (2.9)

8Im Skriptum  Winkelfunktionen und ihre Graphen werden die inversen Winkelfunktionen
(Arcusfunktionen) ausfiihrlich diskutiert.
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wobei sign die Vorzeichenfunktion ist: sign(y) = 1 fiir y > 0 und sign(y) = —1 fiir
y < 0. Diese Formel liefert immer einen Polarwinkel im Bereich —m < ¢ < 7. Jeder
Polarwinkel, der sich von diesem um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheidet,
ist natiirlich ebenso zulassig.

Ist 2 # 0 und liegt auf einer der beiden Achsen (sodass dann entweder = oder y gleich 0
ist), so bendtigen wir keine Formel mit Arcusfunktion, um den Polarwinkel anzugeben. Er ist
dann 0, % 7 oder 37” je nachdem, um welche ,,Halbachse” es sich handelt. Fiir 2 = 0 ist
der Polarwinkel, wie wir bereits wissen, unbestimmt. Mit (2.6) und — wahlweise — (2.8) oder
(2.9) bzw. den Regeln, welche Polarwinkel den vier Halbachsen entsprechen, ist also auch ein

Rezept fiir die Umrechnung von kartesischen Koordinaten auf Polarkoordinaten gefunden.

3 Komplexe Exponentialfunktion

Eine der folgenreichsten mathematischen Entdeckungen, die bereits im 18. Jahrhundert ge-
macht wurde, bestand in der Erkenntnis, dass die Exponentialfunktion auf die komplexen
Zahlen erweitert werden kann.

Die reelle Exponentialfunktion mit der Eulerschen Zahl e als Basis ordnet jeder reellen Zahl x
die reelle Zahl e* zu, und fiir beliebige reelle Zahlen 1, x5 gilt die Rechenregel

e e"? = M2, (3.1)

Anstelle von e* wird manchmal auch exp(z) geschrieben. Uber die reelle Exponentialfunktion
informiert das Skriptum Exponential- und Logarithmusfunktionen und ihre Graphen, und wir
setzen voraus, dass lhnen die Rechenregel (3.1) bekannt ist.

Der Ubergang ins Komplexe beruht auf zwei besonders wichtigen Formeln, die Sie sich merken
sollten:

1. Die komplexe Exponentialfunktion ordnet jeder komplexen Zahl z = x + jy eine kom-
plexe Zahl e* zu, die folgendermaBen berechnet wird:

e* = e" (cos(y) + j sin(y)). (3.2)

Dabei ist e* die Anwendung der reellen Exponentialfunktion auf z. Anstelle von e* wird
manchmal auch exp(z) geschrieben.

2. Fiir beliebige komplexe Zahlen zq, z gilt die Rechenregel
e* e = et (3.3)

Mit anderen Worten: Wird e* wie in (3.2) festgelegt, so gilt dafiir die gleiche Regel wie
(3.1), nur eben jetzt fiir beliebige komplexe Zahlen.

Das Wunderbare an der komplexen Exponentialfunktion besteht darin, dass die beiden Formeln
(3.2) und (3.3) zusammenspielen. Warum e* durch die Formel (3.2) dargestellt wird, wollen
wir an dieser Stelle nicht begriinden. (Falls Sie es wissen wollen, gibt lhnen der Anhang in
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diesem Skriptum zumindest eine Ahnung davon.) Wichtig ist, dass die durch (3.2) gegebene
komplexe Exponentialfunktion formal die gleiche Rechenregel erfiillt wie (3.1), nur eben jetzt
fiir beliebige komplexe Zahlen, also (3.3). (Auch dazu geben wir im Anhang die Andeutung
einer Begriindung.)

Ist 2 reell, so reduziert sich e* auf den reellen Fall, denn mit z = 2 +0- j folgern wir aus (3.2)

e* = ¢e” (cos(0) +j sin(0) ) =€”. (3.4)
0T

Es handelt sich also tatsachlich um eine Erweiterung der reellen Exponentialfunktion ins Kom-
plexe: Fiir reelle Zahlen (= komplexe Zahlen, deren Imaginarteil gleich 0 ist) ergibt sich aus
(3.2) die uns bereits bekannte reelle Exponentialfunktion.

Die Beziehung (3.2) hat etwas Verbliiffendes an sich: Im Rahmen der reellen Zahlen ist die
Exponentialfunktion gewissermaBen der Inbegriff eines grenzenlosen Wachstums oder einer
Abnahme zu immer kleineren Werten. Im Gegensatz dazu sind die Winkelfunktionen Sinus
und Cosinus der Inbegriff einer immerwahrenden Oszillation oder Schwingung. Vom reellen
Standpunkt aus betrachtet, haben die beiden nichts miteinander zu tun. Die Zuordnung x +— e*
hat nichts Oszillierendes an sich. Und nun sehen wir, dass es eine enge Verbindung zwischen
der Exponentialfunktion und den Winkelfunktionen gibt, sobald komplexe Zahlen mitspielen
diirfen! Fiir eine rein imagindre Zahl (also eine komplexe Zahl, deren Realteil gleich 0 ist)
reduziert sich (3.2) auf

/¥ = cos(y) + j sin(y) fiir beliebige y € R. (3.5)

Hier sehen wir diesen Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den Winkelfunk-
tionen noch deutlicher. (3.5) wird die Eulersche Formel genannt. Wir werden sie vor allem
in der Form

e/ ¥ = cos(p) + j sin(yp) (3.6)

benutzen, wobei ¢ der Polarwinkel (das Argument) einer komplexen Zahl ist. Aus ihr ergeben
sich — zunachst ganz formal — die wichtigen Beziehungen

e 1% = cos(—p) + j sin(—p) = cos(p) — j sin(p) = ei® (3.7)
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sowie
e = cos(0) +j sin(0) =1 (3.8)
—— ——"
1 0
e?™/* = cos <Z> +7 sin (%) = % (3.9)
1 1 :
V2 V2
e?™/? = cos <g> +j sin (g) = (3.10)
T Hl/—/
/™ = cos(m) +j sin(m) = —1 (3.11)
—— ——
-1 0
e’ = cos(2m) +j sin(27) = 1. (3.12)
Y v

Die vorletzte dieser Beziehungen, in der Form
/T +1=0 (3.13)

angeschrieben, wird manchmal als die ,, schonste Formel der Welt" bezeichnet, da in ihr die
wichtigsten Konzepte, die die Mathematik kennt, vereint sind: die Eulersche Zahl ¢, die ima-
gindre Einheit j, die Multiplikation -, die Kreiszahl 7, die Addition +, die Eins, die Gleichheit
und die Null.

4 Polardarstellung komplexer Zahlen

Nach den bisher geleisteten Vorarbeiten kénnen wir die Darstellung (2.5) einer komplexen Zahl
durch ihre Polarkoordinaten r und ¢ mit Hilfe der Eulerschen Formel (3.6) in die Form

z=re? (4.1)

bringen. Das ist die bereits angekiindigte Polardarstellung (auch komplexe Polardarstel-
lung, Exponentialdarstellung oder Exponentialform genannt). Da r = |z| ist — siehe (2.1)
—, ist auch hier, wie schon in (2.5), die Information iiber den Betrag ibersichtlich von der
Information iiber den Polarwinkel getrennt. Der Faktor ¢/ ¥ ist stets eine komplexe Zahl vom
Betrag 1, denn mit (3.6) und (1.3) berechnen wir

e/ ?| = | cos(p) + j sin(y) | = \/C082 ) + sin?(p) = 1. (4.2)

Man nennt eine in der Form ¢/ ¥ gegebene komplexe Zahl auch einen Phasenfaktor. (Warum
,Phase” und warum ,, Faktor", wird in Abschnitt 7 klar werden.) Geometrisch betrachtet liegt
jede solche Zahl auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene, d.h. auf dem Kreis mit Mittel-
punkt 0 und Radius 1, und der Pfeil, der sie darstellt, schlieBt mit der positiven reellen Achse
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einen (im Gegenuhrzeigersinn gemessenen) Winkel ¢ ein. (Vereinbart man die Konvention,
dass ¢ im Intervall [0,27) liegt, so ist ¢ gemaB der Definition des BogenmaBes genau die
Lange jenes Abschnitts des Einheitskreises, der im Gegenuhrzeigersinn von 1 bis e/ # verliuft.)

Dass im Faktor r in (4.1) die Information iiber den Betrag von z steckt, wird durch die
Rechnung

2| = [reie] 20 ) |ee| 42 p (4.3)
\T/-/v
1

noch einmal sehr schon illustriert.

Die Polardarstellung einer komplexen Zahl ist im folgenden Sinn eindeutig: Schafft man es,
eine komplexe Zahl z # 0 in der Form z = ae’® zu schreiben mit a,b € R und a > 0, so
ist a = r und, falls a # 0, b = ¢ (wobei wir nicht vergessen, dass der Polarwinkel nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt ist). Dabei ist wichtig, dass a > 0 sein muss. Die
komplexe Zahl z = —2¢7™/3 liegt nicht in Polardarstellung vor! Um sie in die Polardarstellung
zu bringen, benutzen wir (3.11):

2= 263 = (=1) 26073 = 9 eimein/3 X g gimtin/3 _ g 4mi/3, (4.4)
\\H
el
Daher ist 7 = 2 und ¢ = %F (oder, wenn lhnen das lieber ist, ¢ = 4F — 21 = —27).

5 Geometrische Deutung der komplexen Multiplikation

Mit Hilfe der Polardarstellung, also der Exponentialform (4.1) kénnen wir nun (endlich!) die
Multiplikation komplexer Zahlen geometrisch deuten: Sind 2; = r; €/% und 2z, = 75 €/ %2 zwei
in Polardarstellung angegebene komplexe Zahlen, so gilt aufgrund der Rechenregel (3.3)

2120 = Tiro €l 91 192 = pypy € (P172) (5.1)

Da mit vy > 0 und 75 > 0 auch ryr, > 0 ist, gibt diese Beziehung die Polardarstellung von
21 29 an. Der Betrag von z; z ist r179, also das Produkt der Betrage von z; und 2. Das ist
nichts Neues — wir haben es bereits in (1.11) notiert. Eine neue Erkenntnis ist allerdings, dass
der Polarwinkel (das Argument) von z; z» gleich der Summe der Polarwinkel (der Argumente)
1 und o der Faktoren z; und 2z, ist! Wir konnen das auch in der Form

arg (z129) = arg (z1) + arg (z2) (5.2)

anschreiben. (Dabei verlieren wir nicht aus den Augen, dass wir zwei Polarwinkel, die sich um
ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden, miteinander identifizieren. Liegt beispiels-
weise die durch (5.2) angegebene Zahl zwischen 27 und 47, so kdnnen wir 27 subtrahieren,
um einen Winkel zwischen 0 und 27 zu erhalten. Wir sparen es uns, diese einfache Idee groB
zu theoretisieren und lesen die Beziehung (5.2) in diesem Sinn.) Wir merken uns also:

Wir kénnen zwei komplexe Zahlen multiplizieren, indem wir ihre Betrage

multiplizieren und ihre Polarwinkel (d.h. ihre Argumente) addieren. (5:3)
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A Im 2129
7 22
S ' <1
Ty
o \ P1 T P2
Y1 >
Re

Abbildung 3: Geometrische Deutung der komplexen Multiplikation: Gegeben sind z; =
r1ed?1 und 25 = roe?®2. Um das Produkt 2129 = 7o ed (P1192) 74 erhalten, werden
die Betrdge von z; und zy multipliziert und die Polarwinkel (die Argumente) von z;
und zo addiert. Die Richtung des Pfeils z12o ergibt sich, indem der Pfeil fiir z; im
Gegenuhrzeigersinn um den Winkel o gedreht wird (oder, was auf dasselbe hinauslauft,
indem der Pfeil fiir zo im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel ¢; gedreht wird).

In Abbildung 3 ist dieser Sachverhalt grafisch illustriert.

Damit ist endlich auch die komplexe Multiplikation in die geometrische Deutung der kom-
plexen Zahlen als Punkte bzw. Pfeile in der Zeichenebene mit einbezogen! Zusammen mit
der geometrischen Deutung der Addition (als Pfeile-Aneinanderhdngen) kann nun die gesamte
algebraische Struktur der Menge C geometrisch interpretiert werden. Dieser Zusammenhang
zwischen algebraischen und geometrischen Operationen (oder, wenn Sie so wollen, zwischen
Rechnungen und Zeichnungen) ist in der Praxis sehr niitzlich. Er hilft, sich im Zuge einer
Berechnung ein Bild von den angewandten komplexen Rechenoperationen zu machen, und
manchmal macht er Rechnungen sogar iiberfliissig.

Wenden wir die soeben erlangte Erkenntnis an, um uns zur Beziehung j2 = —1 eine geometri-
sche Vorstellung zu machen: Wegen |j| = 1 gilt auch |j?| = 1. Das folgt aus (1.11) bzw. durch
Anwendung der Multiplikationsregel (5.3) auf die Betrdge. Daher werden sowohl j als auch
42 durch Punkte am komplexen Einheitskreis dargestellt. Die Zahl j hat (als Punkt auf der
positiven imagindren Achse) den Polarwinkel ¢ = 7. Daher ist j = e/™/2 in Ubereinstimmung
mit (3.10). Das Quadrat von j hat wegen

(ej”/2)2 _ oin/2 . gin/2 B3 jmjatin/z _ gin (5.4)

den Polarwinkel 7. Sie kdnnen dieses Ergebnis auch mit Hilfe der Multiplikationsregel (5.3)
erzielen: 52 (also das Produkt von j mit sich selbst) hat nach dieser Regel den Polarwinkel
¢+ ¢ = 2¢ = m. Da der Polarwinkel 7 der negativen reellen Achse entspricht, gilt e/™ = —1,
in Ubereinstimmung mit (3.11). Folglich ist j> = —1. Voild — siche Abbildung 4! Auf diese
Weise ,,erklart" die Multiplikationsregel (5.3) geometrisch, warum das Quadrat von j (und
ganz allgemein das Quadrat jeder von 0 verschiedenen imaginaren Zahl) reell und negativ ist.
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>

; Re

Abbildung 4: Geometrische Deutung der Beziehung j? = —1: Der Polarwinkel von
j ist gleich Z. GemaB der Multiplikationsregel (5.3) ist der Polarwinkel von j2 gleich
s+g=m Was aber genau gleich dem Polarwinkel von —1 ist. Mit anderen Worten:
erd der Pfeil fiir j im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel 7 gedreht, so ergibt sich
genau der Pfeil fir —1. Wegen |j| = | — 1] = 1 haben be|de Pfeile die Lange 1. lhre
Spitzen liegen daher am (strichliert dargestellten) Einheitskreis.

Wir erganzen die Multiplikationsregel (5.3) noch durch drei weitere Regeln:
e Die zu z = r ¢/¥ komplex konjugierte Zahl ist
Z=re’? (5.5)

Der Beweis ergibt sich direkt aus der Darstellung (2.5) mit Hilfe der Eulerschen Formel
(3.6):

zerer=rar D peie, (5.6)

e Der Kehrwert einer komplexen Zahl z = 7 ¢/% wird in der Polardarstellung gemiB der

Regel
1 1 _,
—=—e7¥ 5.7
S = (5.7)
berechnet. Zum Beweis rechnen wir nach:
Tejsolefjso: 7“1 eIP eI — lP=I¥Y — 0 = 1. (5.8)
r r
~—
1
Beachten Sie, dass aus (5.7) die Beziehung
1 )
iy
e = ¢ (5.9)

folgt! Der Kehrwert einer komplexen Zahl kann daher in Polardarstellung genauso be-
rechnet werden, wie man das auch fiir eine Potenz im Rahmen der reellen Zahlen machen

wirde:

— el (5.10)
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Ein anderer Beweis von (5.7) ergibt sich unter Verwendung von (5.5) aus der bereits
friiher angeschriebenen Formel (1.6).

e Daraus ergibt sich die Regel fiir die Division komplexer Zahlen in der Polardarstellung:
Mit 2y = 71 /%1 und 2y = 79 €7 %2 ist
1N

ed (P1=e2), (5.11)
) T2

In Worten: Wir kénnen z; durch 25 dividieren, indem wir den Betrag von z; durch den

Betrag von 2z, dividieren und vom Polarwinkel von z; den Polarwinkel von z5 subtrahieren.

Auch diese Regel ist leicht iiberpriift: Durch Anwendung von (5.7) auf z, erhalten wir
A _ 2 1 = el 1 eivr — 1L Lilor—e2). (5.12)
22 <2 T2 T2

Alternativ dazu konnen wie genauso vorgehen, wie man Potenzen im Rahmen der reellen

Zahlen dividiert: , ,
Ce == = Silmer), (5.13)
29 o €eJ P2 Ty €J ¥2 Ty

6 Rechnen in der Polardarstellung

Wir konnen also jetzt komplexe Zahlen rechnerisch in der Komponentendarstellung — siehe
(1.1) — und in der Polardarstellung — siehe (5.1) — multiplizieren, und wir kénnen die Multipli-
kation entsprechend der Regel (5.3) geometrisch deuten.

Um ein Gefiihl fiir die Auswirkung der Multiplikation auf die Polarwinkel zu bekommen, kann
man sich auf komplexe Zahlen beschranken, die auf dem Einheitskreis liegen. Beliebige Pro-
dukte solcher komplexer Zahlen liegen dann ebenfalls auf dem Einheitskreis. Ein Beispiel dafiir
haben wir bereits in Abbildung 4 gesehen, Abbildung 5 zeigt zwei weitere.

Aus der Multiplikationsregel (5.3) folgt ein weiterer sehr netter Sachverhalt: Ist eine komplexe
Zahl z # 0 gegeben, so kdnnen wir sie mit j multiplizieren. Wegen j = ¢77/2 ist der Polarwinkel
des Produkts j z gleich der Summe

(Polarwinkel von z) + g : (6.1)

Das bedeutet, dass der Pfeil fiir j z auf den Pfeil fiir z normal steht: Wir erhalten ihn aus dem
Pfeil fiir z durch eine Drehung um 7 (d.h. 90°) im Gegenuhrzeigersinn.

Multiplikation mit j ist gleichbedeutend mit einer

Drehung um % im Gegenuhrzeigersinn .

(6.2)
Falls Sie die Ubungsaufgaben des Vorgangerskriptums bearbeitet haben, haben Sie ein Beispiel
dafiir bereits kennengelernt.

In der Polardarstellung fallt es auch leicht, Potenzen komplexer Zahlen mit beliebigen
ganzzahligen Exponenten zu berechnen. Fiir 2 = re/%? und n € Z ergibt sich

2" = (T ej“”)n =r"eln?, (6.3)
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Alm TIm
2 _ im/2 _ '
22 — oI T/2 — ] 212y = e7IT/12 _
— gt e = eI /3
= eJ /4 o 2 = € /4
‘; > f >
Re Re

Abbildung 5: Zwei Beispiele fiir die Multiplikation komplexer Zahlen mit Betrag 1:
Links: Das Quadrat von z = e/™/* ist gleich j. Das ergibt sich rechnerisch aus
22 = (el ”/4)2 = e2im/4 = ¢77/2 = j und geometrisch durch Verdoppelung des Polar-
winkels von z.

Rechts: Die auftretenden Polarwinkel sind 7 (entspricht 45° im GradmaB), % (entspricht
60°) und 7% (entspricht 105°). 2122 wird erhalten, indem der Pfeil fiir z; im Gegenuhr-
zeigersinn um 60° gedreht wird (bzw. indem der Pfeil fiir zo im Gegenuhrzeigersinn um
45° gedreht wird).

1 .
wobei 2" fiir positives n wie im Reellen als — und 2° als 1 definiert ist.

ZTL
Mit Hilfe der Polardarstellung bzw. der Multiplikationsregel (5.3) lasst sich jetzt auch das
Thema des Wurzelziehens in C sehr einfach behandeln. Stellen wir die Frage zunichst so:
Gegeben sei eine komplexe Zahl w. Gibt es eine oder mehrere komplexe Zahlen z, fiir die

P =w (6.4)

gilt? Dazu schreiben wir w in Polardarstellung an, also w = re’¥, wobei r > 0 ist und der
Polarwinkel im Bereich 0 < ¢ < 27 liegen soll. Dann ist

21 = /rel 2 (6.5)

eine solche Zahl, denn es gilt 2,2 = (\/Fej@/2)2 =7 (ej“"/z)2 = rel? = w. Dass die komplexe
Zahl z;, deren Polarwinkel halb so groB ist wie jener von w, die Gleichung (6.4) erfiillt, ist
auch ohne Rechnung aufgrund der Multiplikationsregel (5.3) klar: Eine komplexe Zahl wird
quadriert, indem ihr Betrag quadriert und ihr Polarwinkel verdoppelt wird. Folglich findet man
eine Losung von (6.4), indem man aus dem Betrag von w die Wurzel zieht und den Polarwinkel
von w halbiert. Ist w = 0, also r = 0 (und der Wert von ¢ unbestimmt), so ist z; = 0, und
das ist auch die einzige komplexe Zahl, deren Quadrat w ist. Ist w # 0, so ist

29 = —21 (66)

ebenfalls eine solche Zahl, denn 2,2 = (—z)* = 22 = w. Damit ist eine zweite Lésung der
Gleichung (6.4) gefunden. Mit —1 = ¢/™ finden wir ihre Polardarstellung:

= (=1) -2 =™ \frel¥? = \fr el (P12, (6.7)
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(Sehen Sie sich dieses Argument genau an: Eine komplexe Zahl mit —1 zu multiplizieren ist
gleichbedeutend damit, zu ihrem Polarwinkel 7 zu addieren!) Wir kénnen die Polardarstellung
von zy auch direkt nachpriifen:

2% = (Vred G = g g2 (0/247) — g o (012m) — 19 270 — o8 — g, (6.8)
1

Die Polarwinkel der beiden Lésungen von (6.4) sind daher £ und % + 7. Diese Situation ist
in Abbildung 6 fiir w = j dargestellt. Dass (6.4) keine weiteren Losungen besitzt, sehen wir

Alm

w :] p— ej 77/2

2 = 6j71'/4

—

Y

.
N .
\

\

N ’

.

_ pd(m/Atm) e

Abbildung 6: Die Lésungen z; und 2o der Gleichung 22 = w fiir w = j: Der Polarwinkel
von w ist 3, jener der Lésung 21 ist 7 und jener der zweiten Losung 2o = —zy ist § + 7.
Beachten Sie, dass die Addition von m zum Polarwinkel von z; gleichbedeutend damit
ist, z1 mit —1 zu multiplizieren, d.h. die Orientierung von z; umzudrehen!

mit Hilfe eines kleinen Tricks ein, der in dhnlicher Form bereits im Skriptum Komplexe Zahlen
und die komplexe Ebene angewandt wurde: Wir schreiben die Gleichung (6.4) in der Form
2% = 22, was dquivalent zu 22 — 2,2 = 0 ist, und formen sie mit Hilfe der binomischen Formel

(a+b) (a—b) =a*—b*zu

(z—21)(z+21)=0 (6.9)
um. Daraus folgt, dass zumindest einer der beiden Faktoren gleich 0 ist, d.h. dass entweder
z =z oder z = —z (d.h. z = z5) gilt. Damit ist das Problem des komplexen Wurzelziehens

ganz allgemein gelost.

Nun konnen wir die Begriindung eines Sachverhalts nachtragen, der im Vorgangerskriptum
Komplexe Zahlen und die komplexe Ebene erwdahnt wurde: Im Rahmen der reellen Zahlen ist
die Wurzel einer positiven reellen Zahl a jene positive Zahl x, deren Quadrat gleich a ist.
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Die Geichung 22 = a hat dann zwei reelle Lésungen, von denen eine ,die Wurzel aus a"
ist, geschrieben /a, und die andere —/a. Im Komplexen hat die Gleichung 22 = w fiir ein
gegebenes w € C (w # 0) ebenfalls zwei Lésungen (oben als z; und z; bezeichnet, siehe (6.5)
und (6.7)), aber wir haben keine Handhabe, eine von beiden zu bevorzugen und , die Wurzel
aus w" zu nennen (und die andere dementsprechend als ,,minus Wurzel aus w"). Sie erinnern
sich auch an die Empfehlung, das Wurzelsymbol va im Rahmen der komplexen Zahlen eher
nicht zu verwenden (ausgenommen mit dem Doppelvorzeichen +,/in der Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen, die ja ohnehin beide Losungen meint). Aus historischen Griinden
hat sich, wenn es um komplexe Zahlen geht, die Sprechweise eingebiirgert, beide Lésungen,
z1 und 2z, als ,,die Wurzeln aus w" zu bezeichnen. Warum ist das so? Hier die Begriindung:

Wir stellen w in der Form r¢e?% mit r > 0 und 0 < ¢ < 27 dar und vereinbaren
probeweise die Regel, z; = \/1_”63'“"/2 als ,, die Wurzel aus w" zu bezeichnen. Nun
vergroBern wir den Polarwinkel ¢ kontinuierlich, d.h. wir lassen den Pfeil, der w
darstellt, im Gegenuhrzeigersinn rotieren, bis ¢ nur noch ein bisschen kleiner als
27 ist. Die entsprechende Wurzel z; ist dann ungefahr gleich /7 €/ ™, also ungefahr
gleich —\/r. Jetzt drehen wir den Pfeil noch ein kleines Stiick weiter, bis er auf der
reellen Achse liegt. Dann ist aber o = 0, und dementsprechend gilt z; = /7 €%/ =
/7. Hoppla! Wenn w auf diese Weise die reelle Achse passiert, springt ,,die Wurzel
aus w" gemaB unserer Regel abrupt von —+/r auf /r. Ein solches (, unstetiges")
Verhalten ist nicht gerade, was man sich in der Mathematik wiinscht! Das ist
der Grund, warum die beiden Wurzeln +2z; als gleichberechtigt angesehen werden.
Uberlegen Sie selbst, warum es dann kein ,,Unstetigkeitsproblem® mehr gibt!

Manchmal werden hohere Wurzeln einer gegebenen komplexen Zahl benétigt. Wir vertiefen uns
nicht in das Thema, sondern geben nur das Rezept an: Die dritten Wurzeln einer komplexen
Zahl w = re’? # 0, d.h. die Lésungen der Gleichung

S, (6.10)
sind gegeben durch
2 = Sred ¥ (6.11)
2g = Ur el (/3427/3) (6.12)
g = 1l (P3+4T/3) 3/ i (o/3=2m/3) (6.13)

Allgemein besitzt jede von 0 verschiedene komplexe Zahl n n-te Wurzeln, also 4 vierte Wurzeln,
5 fiinfte Wurzeln, usw. Geometrisch bilden diese n-ten Wurzeln ein regelmaBiges n-Eck, wobei
eine der n-ten Wurzeln aus z durch z; = {/r ¢/ ¥/™ gegeben ist. Damit sind auch alle anderen
n-ten Wurzeln eindeutig bestimmt.

Die Polardarstellung ist auf die Multiplikation komplexer Zahlen zugeschnitten und eignet
sich daher bestens zur Behandlung von Problemen, die durch Multiplikationen ausgedriickt
werden konnen. Fiir die Addition komplexer Zahlen ist sie weniger gut geeignet. Liegen
zwei komplexe Zahlen z; = r; /%t und 2z, = rye?%? in Polardarstellung vor, und soll ihre
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Summe z = z; + 2 berechnet werden, so muss man z; und 25 zuerst mit Hilfe der Eulerschen
Formel (3.6) in die Komponentendarstellung bringen, um die Summe ausfiihren zu kénnen:

=214 20 =119 fryel P =
= rl(cos(wl) +3J sin(wl)) -+ rg(cos(gog) +J sin(<p2)) = (6.14)
=7 cos(p1) + 1o cos(ps) +j (7"1 sin(p1) + 71 sin(gpg)) .

~~ -~

Re(z) Im(z)

Mochte man dieses Ergebnis nun in Polardarstellung, also in der Form z = 7 ¢/ anschreiben,
so muss man r mit Formel (2.6) und ¢ mit Hilfe einer der beiden Formeln (2.8) oder (2.9)
berechnen (wobei fiir z der Realteil Re(z) und fiir y der Imaginarteil Im(z) einzusetzen ist).
Im nachsten Abschnitt werden wir das anhand eines Zahlenbeispiels vorfiihren (siehe (7.29) -

(7.34)).

7 Anwendungen: Kreisbewegung und Schwingungen

Die Niitzlichkeit der komplexen Zahlen und insbesondere der Polardarstellung fiir technische
Anwendungen liegt zu einem guten Teil in dem Umstand begriindet, dass eine harmonische
Schwingung (eine , Sinusschwingung") auf eine Kreisbewegung zuriickgefiihrt werden kann.

Kleiner Einschub: Von einer harmonischen Schwingung spricht man, wenn die
Abhangigkeit einer GroBe von der Zeit ¢ durch einen Ausdruck vom Typ

A sin (wt + 6) (7.1)

beschrieben werden kann. Dabei sind A, w (beide iiblicherweise positiv) und ¢
Konstanten, hdangen also nicht von der Zeit ab. Was sie bedeuten, werden wir gleich
besprechen. Zuvor merken wir an, dass man (7.1) auch durch eine Cosinusfunktion
ausdriicken kann, da die Sinus- und die Cosinusfunktion nur , phasenverschobene*
Varianten voneinander sind. Das wird formal durch die Beziehungen

sin(p) = cos (go - g) und  cos(p) = sin (go + g) : (7.2)
die fiir beliebige reelle Zahlen ¢ gelten, ausgedriickt. Jede Sinusfunktion lasst sich
mit Hilfe einer bloBen Verschiebung im Argument als Cosinusfunktion schreiben
und umgekehrt. Der allgemeine Ausdruck (7.1) kann damit zu

Acos(wt+5—g) (7.3)
——

5/
umgeformt werden. Daher ist es gleichgiiltig, ob eine harmonische Schwingung
mit Hilfe der Sinus- oder der Cosinusfunktion beschrieben wird. Manchmal werden
Funktionen der Form t — A sin (wt + 5) oder t — A cos (wt + 5) unter dem
Oberbegriff , allgemeine Sinusfunktion® zusammengefasst, und in diesem Sinn ist
auch der Ausdruck , Sinusschwingung" zu verstehen.
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Betrachten wir nun in der komplexen Ebene einen Punkt, der einen Kreis mit Mittelpunkt 0
und Radius A im Gegenuhrzeigersinn umrundet. Er soll sich gleichmaBig bewegen, d.h. der
Polarwinkel ¢, der dem Punkt entspricht, soll gleichférmig mit der Zeit anwachsen. Bezeichnet
©(t) den Polarwinkel zum Zeitpunkt ¢ und ist ¢(0) = 0, d.h. ist der Polarwinkel zum Zeitpunkt
0 ebenfalls gleich 0, so wichst ((t) proportional zur Zeit ¢ an. Es gilt dann®

o(t) =wt (7.4)

fiir eine positive Konstante w, die die Winkelgeschwindigkeit der Umlaufbewegung genannt
wird. Hat der Polarwinkel zur Zeit 0 einen anderen Wert, ©(0) = §, so kommt zu (7.4) noch
0 dazu, sodass dann fiir beliebige Zeiten

oty =wt+0 (7.5)
gilt. Die Position des umlaufenden Punktes zur Zeit t ist dann durch die komplexe Zahl
2(t) = Aél $(t) = 4 el (Wit9) (7.6)

gegeben. Wihrend einer kompletten Umrundung wéachst (t) um 27 an. Wegen (7.5) muss ¢
um 2” anwachsen, damit ¢(t) um 27 anwéachst. Daraus folgt, dass die Umlaufszeit, d.h. die

Zeit, d|e der Punkt fiir eine komplette Umrundung bendtigt, durch

27
T=— 7.7
< (77)

gegeben ist.

Real- und Imaginarteil von z(t), d.h. die kartesischen Koordinaten des umlaufenden Punktes,
berechnen sich dann mit der Eulerschen Formel (3.6) zu

z(t) = Re(z(t)) = A cos (wt + 9) (7.8)
y(t) = Im(2(t)) = A sin (wt +9). (7.9)

Hier haben wir die ,Sinusschwingung", gleich in zwei Ausgaben! Liest man die Beziehungen
(7.8) und (7.9) geometrisch, so besagen sie, dass eine harmonische Schwingung als Projektion
einer Kreisbewegung (wahlweise in eine der Koordinatenrichtungen) aufgefasst werden kann.
Bildlich gesprochen: Betrachtet man die Umlaufbewegung unseres Punktes ,,von oben" bzw.
,von der Seite", so sieht man Schwingungen vom Typ (7.8) bzw. (7.9). Diese Sichtweise auf
Schwingungen ist auch dann mdoglich, wenn gar kein Kreis und kein Umlauf um einen Kreis im
Spiel sind. Der um den Kreis laufende Punkt ist dann lediglich ein (niitzliches) mathematisches
Modell. Die GroBe ¢ und die Konstanten §, A, w und T" bekommen nun im Kontext einer
harmonischen Schwingung andere Bedeutungen und dementsprechend auch andere Namen:

e ¢ ist die Phase der Schwingung. Wahrend eines einzelnen Schwingungsvorgangs (der
einer kompletten Umrundung des Kreises entspricht) wachst sie um 27, da die Sinus-
und die Cosinusfunktion periodisch mit (kleinster) Periode 27 sind.

9(7.4) und (7.5) sind ganz analog zur geradlinig-gleichformigen Bewegung: Bewegt sich ein Punkt mit
konstanter Geschwindigkeit v entlang einer Geraden, sagen wir der z-Achse, und ist er zur Zeit 0 am Ort
0, so ist er zur Zeit t am Ort x(t) = vt. Ist er zur Zeit 0 am Ort x(0) = xg, so ist er zur Zeit ¢ am Ort
x(t) = vt + xo.
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0, der Wert von ¢ zur Zeit 0, ist die Anfangsphase, auch Phasenverschiebung oder
Nullphasenwinkel genannt.

A ist die Amplitude, d.h. der groBte Wert, den z(t) bzw. y(¢) annehmen kann.

w heiBt Kreisfrequenz. In diesem Namen klingt noch nach, dass die Schwingung als
Projektion einer Kreisbewegung erhalten worden ist.

T ist die Schwingungsdauer oder Periodendauer, d.h. die Zeit, in der ein einzelner
Schwingungsvorgang vollstandig durchlaufen wird.

Die Frequenz f, d.h. die Anzahl der Schwingungsvorgiange pro Zeitintervall, ist gleich dem

Kehrwert der Schwingungsdauer'®, woraus mit (7.7)
1 w

- == 7.10

f=7=5 (7.10)

folgt. Die Kreisfrequenz ist das 27-fache der Frequenz. Damit haben wir die wichtigsten Kenn-
groBen, die eine harmonische Schwingung beschreiben, beisammen.

Der springende Punkt ist nun, dass manche Berechnungen, die eigentlich die reellen Schwin-
gungsgroBen (7.8) und (7.9) betreffen, stattdessen mit dem um den Kreis laufenden Punkt,
beschrieben durch die zeitlich veranderliche komplexe Zahl (7.6), durchgefiihrt werden konnen.
Rechentechnisch ergeben sich dadurch groBe Vereinfachungen, die letztlich darauf zuriickzu-
fiihren sind, dass die Exponentialfunktion die schone Rechenregel (3.3) erfiillt. So werden bei-
spielsweise in der Wechselstromtechnik eine komplexe Spannung, eine komplexe Stromstarke
und ein komplexer Widerstand eingefiihrt, die eigentlich nur mathematische Modelle einer re-
ellen Spannung, einer reellen Stromstarke und eines reellen Widerstands sind. Um Aussagen
iiber die tatsichlich auftretenden (reellen) GroBen zu bekommen, wird an geeigneter Stelle
einfach der Real- oder der Imaginarteil der entsprechenden komplexen GroBe gebildet. In der
Praxis lduft das oft darauf hinaus, das Produkt zweier komplexer Zahlen zu berechnen (eine
in der Polardarstellung sehr leicht durchzufiihrende Operation) und vom Ergebnis den Real-
oder Imaginarteil zu bilden.

Sehen wir uns das etwas genauer an: Wir nehmen an, in einem Anwendungskontext tritt eine
(reelle) GroBe g auf, deren Abhangigkeit von der Zeit ¢ durch

g(t) =g sin(wt + 9) (7.11)

gegeben ist. Die Amplitude g, die Kreisfrequenz w und die Anfangsphase ¢ sind reell, g und w
sind positiv. Anstelle von g fiihren wir die komplexe GroBe

g(t) =g o (7.12)

ein.

10 Begriindung: Eine Periodendauer von 10 Sekunden (also 7' = 10s) entspricht einer Frequenz von 1—10
Schwingungen pro Sekunde, d.h. % Hz oder % s~!. Das ist genau % Uberzeugt? Ein anderes Argument: Es

findet stets 1 Schwingungsvorgang pro Periodendauer T statt. Die Zahl Anzahl der Schwingungsvorgange pro
Zeitintervall ist daher gleich der Zahl der Schwingungsvorginge pro Periodendauer (also 1) dividiert durch die
Periodendauer T, insgesamt f = %
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Anmerkung zu den Bezeichnungen: Wir haben hier eine der gebrauchlichen
Konventionen benutzt, die dazu dienen, die verwendeten Symbole iibersichtlich
und ihre Anzahl klein zu halten:

e Die Amplitude einer SchwingungsgroBe wird durch ein iiber das Symbol fiir
diese GroBe gestelltes Dach ~ bezeichnet.
e Komplexe GroBen werden mit einem Unterstrich _ gekennzeichnet.

g(t) ist dann der Imaginarteil von g(t):

g(t) = Im (g(t)) . (7.13)
Mit Hilfe der Rechenregel (3.3) kénnen wir (7.12) so umformen:

J@t mit 9 (7.14)

)
I
Q)
9]

<

g(t) =g’ I =G
7

Die GroBe g nennen wir komplexe Amplitude. Mit ihrer Hilfe nimmt g(t) die sehr einfache
Form ' '
g(t) =g €'“" = komplexe Amplitude - €’“" (7.15)

an. Wiederholen wir nun zum besseren Verstandnis, wie sich diese Situation geometrisch dar-
stellt! Dazu verfolgen wir die zeitliche Entwicklung des Zeigers', der g(t) darstellt, ab dem
Anfangszeitpunkt ¢ = 0. Da sich ¢/“? fiir t = 0 auf 1 reduziert, folgt

g(0) =

Zu Beginn ist der Zeiger also beim Polarwinkel § und hat den Betrag }g! = g. Die Anfangs-
phase 0 wird durch die Verwendung einer komplexen Amplitude automatisch beriicksichtigt!
Zu einem spiteren Zeitpunkt ¢ ist g(t) gleich dem Produkt g e/“*. Nun bedenken wir, dass
/<t den Betrag 1 und den Polarwinkel wt hat, und wenden die Multiplikationsregel (5.3) an:
Zum Zeitpunkt ¢ hat der Zeiger nach wie vor den Betrag g, aber der Polarwinkel ist nun gleich
der Summe wt + 9, er ist also seit dem Anfangszeitpunkt um wt vorgeriickt. Das ist genau,
was (7.12) ausdriickt: Der Zeiger rotiert bei gleichbleibender Lange mit Winkelgeschwindigkeit
w im Gegenuhrzeigersinn. Die Zeitabhangigkeit der reellen GroBe (7.11), von der wir ausge-
gangen sind, wird geometrisch als die Projektion der Bewegung der Spitze des Zeigers auf die
imagindre Achse dargestellt und durch Bilden des Imaginarteils von g(t) berechnet!?.

=geé°. (7.16)

Q)

Wir kénnen die hier auftretende Zeitentwicklung auch so betrachten: g(t) ist das Produkt der
drei GroBen g, ¢ und e/“*, woraus sich folgende Interpretation ergibt:

1 Wie eingangs erwihnt, wird ein Pfeil, der eine komplexe Zahl darstellt, auch als Zeiger bezeichnet. Das
ist insbesondere dann sinnvoll, wenn es um eine komplexe Zahl geht, die einen Kreis umliuft. Denken Sie
einfach an einen Uhrzeiger, um sich eine Vorstellung davon zu machen! Beachten Sie dabei aber, dass der
mathematisch positive Umlaufsinn der Gegenuhrzeigersinn ist!

12Man hitte in (7.11) statt der Sinusfunktion genauso gut die Cosinusfunktion verwenden kdnnen — siehe
(7.2) und (7.3). Die Zeitabhingigkeit von g(t) wire dann geometrisch als die Projektion der Bewegung der
Spitze des Zeigers auf die reelle Achse dargestellt und misste durch Bilden des Realteils von g(t) berechnet
werden.
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e Wir beginnen mit der reellen Amplitude g. Sie entspricht einem Zeiger der Lange g auf
der positiven reellen Achse.

e Durch Multiplikation von § mit e?? ergibt sich der um den Winkel § gedrehte Zeiger, der
die komplexe Amplitude darstellt. Dadurch wird die Anfangsphase beriicksichtigt: g /9
gibt die Zeigerstellung zur Zeit 0 an.

e Durch Multiplikation von § e/® mit e/“? riickt die Phase um wt vor: § e/? e/«? ist die
Zeigerstellung zum Zeitpunkt ¢.

Da die Multiplikation mit den Faktoren e7% und e?“! jeweils nur darin besteht, die Phase zu
dndern (also den Zeiger zu drehen), wird generell eine komplexe Zahl der Form ¢/ % fiir ein
reelles ¢ ein Phasenfaktor genannt.

Abgesehen von der vereinfachten geometrischen Interpretation der Zeitabhangigkeit hat die
Verwendung komplexer SchwingungsgroBen auch andere Vorteile, etwa wenn Sie die Zeit-
ableitung einer solchen GroBe berechnen miissen. Da die Zeitabhangigkeit von g(t) lediglich
im Faktor ¢/“* steckt (die komplexe Amplitude § ist ja zeitunabhingig), bendtigt man fiir
g'(t) die Zeitableitung von ¢7“!. Sie ist durch

d . )
— e = jwel vt 7.17
o j (7.17)
gegeben (wobei die gleichen Ableitungsregeln verwendet werden wie bei der reellen Expo-
nentialfunktion). Man erhilt also die Ableitung von ¢/“! nach ¢, indem man ¢/“! mit jw

multipliziert, und das Gleiche gilt fiir die Ableitung der komplexen SchwingungsgroBe:

g (t) = jt<g e“”t> =g ;Zte“"t gjwet =juwy(t). (7.18)
Das ist ein sehr einfaches , Kochrezept”! Wenn man nur mit reellen GroBen arbeitet und
die Zeitableitung einer harmonischen Schwingung berechnet, so muss man beriicksichtigen,
dass die Ableitung der Sinusfunktion die Cosinusfunktion ist, also eine , phasenverschobene
Sinusfunktion® — das erspart man sich in der komplexen Variante. Diese Vereinfachung wird
in der komplexen Wechselstromrechnung benutzt.

In technischen Anwendungen hat man es nicht immer nur mit einer einzigen Schwingung vom
Typ (7.11) bzw. (7.12) zu tun. Oft treten mehrere Schwingungsvorginge auf, die zueinan-
der phasenverschoben sind und unterschiedliche Amplituden, aber die gleiche Kreisfrequenz
besitzen. Ist R

h(t) = h sin (wt + p) (7.19)

mit (reeller) Amplitude h und Anfangsphase p eine zweite solche GroBe, so fiihren wir die
entsprechende komplexe GroBe

h(t) = h el @itn) — | ek giwt = h elwt (7.20)
——

=)

mit komplexer Amplitude A ein. Analog zu (7.13) ist h(t) der Imaginarteil von h(t). Nun wollen
wir — wie es in Anwendungen oft der Fall ist — die Uberlagerung (mathematisch gesprochen:
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die Summe) unserer zwei zueinander phasenverschobenen Schwingungen bilden. Fiir die reellen
GroBen g(t) und h(t) wiirde das bedeuten, die Summe

s(t) =g sin(wt + 9) + & sin (wt+p) (7.21)

zu berechnen. Das kann man natiirlich, indem geeignete Additionstheoreme herangezogen
werden'3. Einfacher stellt sich diese Summenbildung aber fiir die komplexen GréBen dar:

s()=g & +h It = (G+h) Ut =5 It (7.22)

Sie wird bewerkstelligt, indem die komplexen Amplituden addiert werden, d.h. die komplexe
Amplitude der Uberlagerung ist gegeben durch

§=g+h (7.23)

Der zeitabhingige Faktor e/“! ist davon nicht betroffen. Um die reelle GréBe (7.21), um die
es ja letztlich geht, zu erhalten, bilden wir nach der Berechnung von 5 den Imaginéarteil von
(7.22). Da (7.22) von der Form

s(t) = komplexe Zahl - /! (7.24)

ist, folgt sofort, dass es sich dabei wieder um eine harmonische Schwingung handelt. Deren
Kreisfrequenz ist w, wahrend die Information iiber ihre reelle Amplitude und ihre Anfangsphase
in der komplexen Amplitude 5 enthalten ist. Manchmal muss auch s in Polardarstellung

s5=5¢7 (7.25)

angegeben werden. Um die reelle Amplitude s und die Anfangsphase 7 zu bestimmen, werden
Re(s) und Im(3) bendtigt, die unter Verwendung der Eulerschen Formel (3.6) gemaB

~

Re(3) = Re(3) + Re(h) (7.26)
Im(8) = Im(g) + Im(h) (7.27)

berechnet werden. Die reelle Amplitude s ist dann durch

§=13| = /Re(3)? + m(3)? (7.28)

gegeben. Die Anfangsphase v wird mit einer der beiden Formeln (2.8) oder (2.9) berechnet,
wobei fiir 2 der Realteil Re(3) und fiir y der Imaginarteil Im(3) einzusetzen ist'*.

13 Siehe dazu das Skriptum Winkelfunktionen und ihre Graphen. Auch im Anhang gehen wir kurz auf zwei
Additionstheoreme ein.

14 Diese Vorgangsweise entspricht der am Ende von Abschnitt 6 besprochenen Berechnung der Summe
zweier in Polardarstellung gegebener komplexer Zahlen, siche Summenbildung (6.14) und den Text darunter.
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Beispiel: Gegeben seien § = 2¢e7™/4 und E = 4e77/3 und es sind die reelle
Amplitude 3 und die Anfangsphase  der Uberlagerung (7.21) bzw. (7.22) zu
bestimmen. Mit (7.23) schreiben wir'®

+h=2e"t 4 4eIT (7.29)

5=

m )

und berechnen mit Hilfe der Eulerschen Formel (3.6)

Re(s) = 2 cos

—
3

Z> +4 cos ( _ g) — V242~ 3414 (7.30)

1
2

[

sowie

() = 2 sin () +4sin (- g) —V2-2V3~-2050.  (7.31)
_ 3

V3
2

wm{%

Daraus erhalten wir (ndherungsweise) die gesuchte reelle Amplitude:

5] = v/Re(5)2 4+ Im(5)? ~ 3.982. (7.32)

)
I

(Man kann die Rechnung natiirlich auch mit den exakten Ausdriicken fiir Re(s)
und Im(3s), die V2 und /3 enthalten, durchfiihren, muss sich aber fiir den
nichsten Schritt in jedem Fall iiber die Vorzeichen von Re(s) und Im(5s) ori-
entieren.) Da Re(s) > 0 und Im(S) < 0 ist, liegt S im vierten Quadranten. Um
die Anfangsphase von s zu berechnen, wird entweder Formel (2.8) angewandt:

Im(s)
= at — | ~ —0.541 7.
Y aan(Re(g)) 0.5 (7.33)
oder Formel (2.9):
v = sign(Im(8)) acos (@) ~ —0.541. (7.34)
_ |5|

Damit sind die reelle Amplitude 5 und die Anfangsphase ~ der durch die komplexe
Amplitude s beschriebenen harmonischen Schwingung bestimmt.

In der Praxis empfiehlt es sich, fiir derartige Berechnungen die Hilfe eines Com-
puterprogramms in Anspruch zu nehmen, vorzugsweise eines Computeralgebra-
systems, in das 5 in der Form 2/ ™/* +4¢~77/3 eingegeben und die Rechnung mit
der gewiinschten Genauigkeit durchgezogen werden kann, ohne dass gerundete
Zwischenergebnisse abgelesen und neu eingegeben werden miissen.

15 Das ist das angekiindigte Zahlenbeispiel zur Summenbildung (6.14).
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Fazit: Der besondere Vorteil der komplexen Methode besteht darin, dass die relevante Informa-
tion iiber eine Uberlagerung (Summe) von harmonischen Schwingungen gleicher Kreisfrequenz
in den komplexen Amplituden steckt, wihrend man sich um den zeitabhingigen Faktor e/“!
nicht zu kiimmern braucht.

In manchen technischen Bereichen ist die Erleichterung, die die Nutzung komplexer Zahlen
bei Modellierung und Berechnung bietet, noch wesentlich eindrucksvoller. Um nur ein Beispiel
dafiir anzufiihren: Bauteile im Wechselstromkreis verursachen auf dynamische Weise Pha-
senverschiebungen zwischen der an ihnen angelegten elektrischen Spannung und der dadurch
hervorgerufenen elektrischen Stromstarke. Werden Spannung und Stromstérke durch komplexe
Zahlen dargestellt und ordnet man Spulen und Kondensatoren komplexe Widerstinde zu'®, so
spart man sich den Umgang mit Differentialgleichungen und kann Schaltungen mit den gleichen
Regeln berechnen, die man im Physikunterricht fiir den Gleichstrom gelernt hat!?, nur eben
mit den entsprechenden komplexen GroBen — Phasenbeziehungen werden dann automatisch
beriicksichtigt.

16 Und zwar j wL fiir eine Spule mit Induktivitat L und — - fiir einen Kondensator mit Kapazitit C, wobei
w die Kreisfrequenz der angelegten Spannung ist. Ein Bauteil, der keine Phasenverschiebung bewirkt, wird
durch den bekannten (reellen) Ohmschen Widerstand R beschrieben.

17 Die Regeln fiir Parallel- und Serienschaltung und die Kirchhoffschen Regeln.
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8 Anhang

Wie versprochen tragen wir nun — skizzenhaft — nach, warum die komplexe Exponentialfunkti-
on durch (3.2) gegeben ist und warum sie die Rechenregel (3.3) erfiillt. Wie im Skriptum Der
Funktionenzoo kurz erwahnt, kann man viele der in Anwendungen benétigten Funktionen als
Potenzreihen ( Taylorreihen) darstellen. Das gilt insbesondere auch fiir die reelle Exponential-
funktion, die Sinusfunktion und die Cosinusfunktion. Die entsprechenden Formeln lauten

2 1’3 ZL‘4 5(35

z s
€ —1+$+§+§+Z+a+... (81)
) 1,3 .TS x7 IQ xll
2 4 6 8 10
cos(a:)zl—x—+x——$—+x——x—+... (8.3)

20 40 6! 8 10!
Wahlt man fiir = eine beliebige reelle Zahl, setzt sie in eine der obigen Formeln auf der
rechten Seite ein und berechnet die Summe bis zu irgendeinem Summanden, so erhalt man
eine Naherung fiir den auf der linken Seite angegebenen Funktionswert. Je mehr Summanden
aufsummiert werden, umso genauer ist diese Naherung, und in einem gewissen (mathematisch
genau definierten) Sinn bekommt man den exakten Funktionwert, wenn alle unendlich vielen
Summanden ,,addiert” werden. Nun fassen wir uns ein Herz und setzen eine imaginire Zahl
z = jy anstelle von x in (8.1) ein. Dabei benutzen wir, dass die Potenzen von z leicht

berechnet werden konnen'®: 22 = —y2 23 = —j 43, 2* = y*, 25 = j¢°, usw. Es ergibt sich'®
2 3 4 5,6 T8 9
; ) ) .Y Yy Y Y .Y Y .Y
1Y — _ g _ 52 g g _ <L _ 52 g R —
L A T R T IR T -
> 4 .6 8 3 .5 .7 .9
_ y.y _ v v (LY Y Y _
S TIAT 6!+8!+"'+‘7<y TR I )_ (84)

-~

cos(y) sin(y)
= cos(y) + j sin(y).

Voila! Die Eulersche Formel (3.5)! Von diesem erfreulichen Ergebnis angespornt, legen wir fest,
dass e” fiir eine allgemeine komplexe Zahl z = x + jy ebenfalls durch die Potenzreihe (8.1)
dargestellt werden soll, indem z anstelle von x eingesetzt wird. Die nun notige Berechnung
ist etwas schwieriger, sodass wir sie hier nicht vorfiihren, aber das Ergebnis ist auf jeden Fall
mitteilenswert: Es ergibt sich genau die Beziehung (3.2), also

e* =" (cos(y) + j sin(y)). (8.5)

Zuletzt werden fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z; und 25 die entsprechenden Potenzreihen
miteinander multipliziert, woraus sich (wieder nach einer langeren Rechnung, die wir nicht
vorfiihren) genau (3.3) ergibt, also

z1

et e = et (8.6)

B2—-_1 3=42.j=—j,j*=4%.j=—42=1, 55 =34% j =7, usw. Allgemein ist j» gleich 1, j, —1
oder —7, je nachdem, ob sich bei der Division n : 4 der Rest 0, 1, 2 oder 3 ergibt.
19 Dabei gehen wir recht sorglos mit den , unendlichen Summen* um, aber diese Umformungen lassen sich

mathematisch ganz prazise rechtfertigen!
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Man kann auch ein bisschen anders vorgehen und zuerst zeigen, dass die Potenzreihe (8.1),
auch wenn fiir x komplexe Zahlen eingesetzt werden, stets die Multiplikationsregel (8.6) erfiillt.
Wird dann wie in (8.4) die Eulersche Formel hergeleitet, so ergibt sich als Folge fiir jede
beliebige komplexe Zahl z = x + j y die Beziehung

& = evtiv &0 o iy Euler o (cos(y) + j sin(y)), (8.7)
also genau (3.2) bzw. (8.5).

Als letzte Demonstration, wie die komplexen Zahlen das Leben erleichtern, leiten wir zwei
unmittelbare Folgerungen der Eulerschen Formel und der Multiplikationsregel fiir Exponenti-
alfunktionen her: Fiir zwei reelle Zahlen o und 3 bilden wir ¢/“ = cos(a) + j sin(a) und
e/? = cos(f) + j sin(B) und multiplizieren diese beiden Ausdriicke:

e/ elP = (cos(a) + j sin(a)) (cos(B) + j sin(B)) =
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + j (sin(e) cos(B) + cos(a)sin(3)). (8.8)

Aufgrund der Multiplikationsregel fiir Exponentialfunktionen ist aber e7® e/ # = e7(@+6) ynd
das ist gleich cos(a + B) + j sin(a + ). Es gilt also

cos(a+ ) + j sin(a + ) =
= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) + j (sin(a) cos(B) + cos() sin(B)). (8.9)

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil ergeben sich die zwei Additionstheoreme (Sum-
mensatze)

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«) sin(p) (8.10)
sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(3), (8.11)

die fiir beliebige a, 5 € R gelten. Es sind rein reelle Aussagen iiber die Werte der Sinus- und
der Cosinusfunktion fiir die Summe zweier Winkel, die man auch (aber mit erheblich groBerem
Aufwand) mit rein reellen Mitteln beweisen kann. Sie wurden (ohne Begriindung) im Skriptum
Winkelfunktionen und ihre Graphen erwadhnt und konnen im Zusammenhang mit der Analyse
von Schwingungen niitzlich sein?® — daher sollten Sie sie sich merken!

Eine interessante Variante der Begriindung der Multiplikationsregel fiir komplexe Exponenti-
alfunktionen ergibt sich, wenn der SpieB umgedreht und die Additionstheoreme als bekannt
vorausgesetzt werden: Ausgehend von der Formel (8.5) fiir die komplexe Exponentialfunktion
kann die Giiltigkeit der Multiplikationsregel (8.6) dann leicht mit Hilfe von (8.10) und (8.11)
gezeigt werden, und zwar ganz ohne die Verwendung von Potenzreihen. Dazu muss man im
Wesentlichen die Schritte, die von (8.5) und (8.6) iiber (8.8) und (8.9) zu (8.10) und (8.11)
gefiihrt haben, in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen.

0So ergibt sich mit ihrer Hilfe, dass sin(wt + §) = cos(d)sin(wt) + sin(5) cos(wt) gilt, d.h. dass eine
harmonische Schwingung mit beliebiger Anfangsphase § als eine Uberlagerung einer Sinus- und einer Co-
sinusschwingung dargestellt werden kann, deren Anfangsphasen gleich 0 sind und deren Amplituden von ¢
abhangen.
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9 Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

e Berechnen Sie ‘(3 + 4j)2| | Gestalten Sie die Rechnung so einfach wie moglich — ver-
meiden Sie {iberfliissige Rechenschritte!

Losung:

6@ =G =t 5 v tel = 7o)

€1 (Tt
|1+ o : o .
e Berechnen Sie 54 I Gestalten Sie die Rechnung so einfach wie méglich — vermeiden
J
Sie uiberfliissige Rechenschritte!
Losung:
& _ @S fvtel | |frte
o N ED [T ETD | L4

e Gegeben ist z = 5¢/™/3. Geben Sie z in Komponentendarstellung an!

Losung:
< C
eN I
4 4 ¢ ¢
—[’ —_ = — ‘[ — fry fry
el e = (C)me e (G) )€ gy e =
1+3y

-. Geben Sie z in Polardarstellung an!

e Gegeben ist z =
1—-2y

Losung:

) rug TN =2 'siuqge8.3
¥

L

Jl;; = 1+ (%) ueje = o [9uIMIB|Od 3P 1S
Jayep ‘usjuespeny) usyemz wi 1391 2

TN =gl el 5 R euep L4 1 =2
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e Geben Sie 3¢279/3 (1 — j) in Komponentendarstellung an!

Losung:

4

L
o (9

- N\

e amge =Y () e (&) )2 00 wswrs

. 1
e Gegeben sei z = 5¢/™/7. Geben Sie Z und — in Polardarstellung an! Gestalten Sie die

Rechnung so einfach wie moglich — vermeiden Sie iiberfliissige Rechenschritte!

Losung:
: 58 — Z bun 2¢ = 2
et g P S g 2
e .
e Geben Sie j6”/6 in Polardarstellung an! Zeichnen Sie die Faktoren +J und

eI/ sowie ihr Produkt als Punkte oder Pfeile in der komplexen Ebenel!

Losung:

(oa2) g pun (o67) 2 '(c0€) & PUIS [Hfuimielog UspustRIYNe 21q
%{ Ny 2 Y91s 9ZZ14G Jap U]
_ ¢ ¢ - ¢

Zt/ugé‘a = g/ur? p/quJ = g/ur? (41 pun 17/%[95 47 1oHEd

(;wniem ‘a1G usuuayJg jJe]y Sunuyday suyo yone 1si s3191z397)

Cgr/fug® T ‘puainapaqydi|3 ‘4spo o/xc?

V_ s [9uimie|od pun L _, Sealag 1ey L
L ) ;/\ [+
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o Mit 2; = 2.49€'837 und 2z, = 3.56 %727 berechnen Sie Re(z122), Im(z122), |21 22| sowie
den Polarwinkel von z;z5 auf zwei Nachkommastellen genau!
Losungen:

9g'L— = (%=12)oyg
V6 = (212
98'g = [ 12|
GG'g = (%z1z)31e ]oyuimiejod

e Zeichnen Sie die Losungen (6.11)—(6.13) der Gleichung (6.10) fiir w = 1 als Punkte
oder Pfeile in der komplexen Ebene!
Losung:

wy Y
e Geben Sie eine komplexe Zahl z an, die die Gleichung z* = j erfiillt!
Losung:

"Uap|Iq 1BJPENY) UID UDISID JIP JW WESUIBWSS aIp ‘949319M 124p ydoou Jaqge 1qi8 sJ
(,6°22) 3 351 [ojuimsejog 4yt ‘T 3st Seuzag 4y "g/u ¢ 35! |yeZ 231Hessp S3spudlaljpyeu 31Q
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e Zwei harmonische Schwingungen werden durch die komplexen Amplituden g = 3 ¢/™/2

und h = 5ei/4 beschrieben. Berechnen Sie naherungsweise die reelle Amplitude 5 und
die Anfangsphase v der Uberlagerung g + h!

Losung:

'GLO'T A~ A pun 167 & S ydis 1q1349 s
(¥e'2)—(62°2) dyais ‘|oidsiag uaBiqo wi aim osneusd ynepsan Sunuydsiag a1

e In diesem Skriptum wurde gezeigt, wie eine harmonische Schwingung als Real- oder Ima-
ginarteil eines Punktes in der komplexen Ebene beschrieben werden kann, der gleichmaBig
auf einem Kreis lauft. Eine andere Bewegungsform sei durch

2(t) = 5el7HB3 I (9.1)

gegeben. Wie bewegt sich dieser Punkt? Welche Art von Schwingung wird durch den
Real- und den Imaginarteil von z(t) dargestellt? Beschreiben Sie in lhren eigenen Worten!

Losung:

"USUUOY USPJIM USQS1IYdSaq ud|yez Joxa|dwoy
9J|IH Hw wanbaq Jyss usBunJuimydg sydwepad yone ssep ‘JIMm usuls| snese(]
‘usaBun3uimydg s1jdwepsd usqieaydsaq (7)z UOA [1I914BUISEW| pUN -|B9Y "JWWOY
Jayeu sswwi Sunudsin wap aIp ‘uyeg uaSiwliojelids Jsuld jne yne| Pund J3Q
“19ZANy| Jawwl paim 4938197 28110ya8nz 43 jqe |[91ausuodxs
os|e Jwuwiu ‘. 2 G Y219|3 38! (7)z uoA Jesreg 4o “(uuisieSieziynualan
wi Jaqge) 4a8eziyn uie aim ‘Sigewydis|3 yois 1yaip 498197 9310yasnz Ja(
"NZ 1197 J9P W Jesul| Jwwiu 3IS “F + 2¢ Yo19|3 1sI ()2 UoA aseyd a1
Cae)? 122 G = (1)Z wn uswoy JIAN

e Zum Abschluss ein bisschen Differentialrechnung: Berechnen Sie die erste und die zweite
Ableitung von z(t) = A e’ @+9) nach der Zeit ¢! Zeigen Sie, dass 2" (t) = —w?2(t) gilt!
Sie kénnen die gleichen Differentiationsregeln verwenden wie im Reellen.

Losung:

()zm— = (o2 PV 7= = (o1 PV () =(2),7 pun
(o) PV 0L = (7),2 uew 1apuly [2824u9119)| Jop SuNpuUSMISA Ja3UN

Dieses Skriptum wurde erstellt im November 2017 im Rahmen der Kooperation

»Skripten fiir technische Studiengdnge"
(http://www.mathe-online.at/projekte/KooperationFHTWSkripten.html)

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Fiir Korrekturen danke ich Harald Stockinger.

Die Skripten-Seite finden Sie unter http://www.mathe-online.at/skripten/.

[Kleinere Korrekturen werden laufend vorgenommen. Letzte Anderung: 23.5.2023.]


http://www.mathe-online.at/projekte/KooperationFHTWSkripten.html
http://www.mathe-online.at/
http://www.technikum-wien.at/
http://www.mathe-online.at/skripten/

	Komplexe Multiplikation, Division, komplex Konjugieren und Absolutbetrag
	Polarkoordinaten
	Komplexe Exponentialfunktion
	Polardarstellung komplexer Zahlen
	Geometrische Deutung der komplexen Multiplikation
	Rechnen in der Polardarstellung
	Anwendungen: Kreisbewegung und Schwingungen
	Anhang
	Übungsaufgaben

