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Schwerpunktthemen dieses Skriptums sind das Arbeiten mit Korrespondenztabel-
len und die Behandlung von Anfangswertproblemen mit Hilfe der Laplacetransfor-
mation.

1 Arbeiten mit Korrespondenztabellen

Die Grundziige der Theorie der Laplacetransformation und die Rechenregeln, die es erlauben,
aus der Kenntnis der Laplacetransformierten einiger weniger Funktionen auf die Laplacetrans-
formierten zahlreicher weiterer Funktionen zu schlieBen, wurden im Skriptum Laplacetransfor-
mation: Einfiihrung behandelt. Hier soll es nun um die praktischen Aspekte des Arbeitens mit
der Laplacetransformation gehen.

Um nicht jedesmal, wenn eine Laplacetransformierte oder eine inverse Laplacetransformier-
te bendtigt wird, ein Integral berechnen oder eine der im Vorgangerskriptum besprochenen
Rechenregeln anwenden zu miissen, hat man die Korrespondenztabellen erfunden. Im We-
sentlichen handelt es sich dabei um eine tabellarische Auflistung von (inversen) Laplacetrans-
formierten. In den Anhdngen zu diesem Skriptum finden Sie zwei solche Tabellen — eine, um
Laplacetransformierte zu ermitteln (Korrespondenztabelle A) und eine, um inverse Laplace-
transformierte zu ermitteln (Korrespondenztabelle B).

Anmerkung: Man kann natiirlich jede der beiden Tabellen benutzen, um sowoh/ die
Laplacetransformation als auch die inverse Laplacetransformation durchzufiihren,
aber in der Regel wird es leichter fallen, fiir ersteres Tabelle A und fiir zweiteres
Tabelle B heranzuziehen. Schauen Sie sich die Tabellen gleich mal an!

Die einzelnen Eintrige (die Korrespondenzen) sind mit einem A oder B und einer Nummer
versehen, damit wir sie bequem ansprechen kénnen. Zu Beginn jeder der beiden Tabellen sind
die Rechenregeln fiir die Laplacetransformation, die im Vorgangerskriptum besprochen wurden
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(und die wir hier nicht wiederholen wollen), wiedergegeben. Sie dienen dazu, die (inversen)
Laplacetransformierten von Funktionen, die in Anwendungen bendtigt werden, aber nicht in
der Tabelle stehen, zu berechnen. Ein Blick auf die Eintrage in den Tabellen, die auf diese
Rechenregeln folgen, zeigt, dass es sich in fast allen Fallen nicht um die (inversen) Laplace-
transformierten einzelner Funktionen handelt, sondern um Klassen von Funktionen. So driickt
beispielsweise [A.32] die Korrespondenz

. a

sin(at) o—e e (1.1)
aus'. Dabei darf a eine beliebige reelle Zahl sein. Generell stehen alle mit a, b, ¢ und d
bezeichneten Konstanten in den Korrespondenztabellen fiir reelle Zahlen, wobei fallweise eine
zusatzliche Bedingung angegeben ist, die gelten muss. Ist nun beispielsweise f(t) = sin(3t)
eine Zeitfunktion, deren Laplacetransformierte man bendtigt, so wird [A.32] benutzt, also
(1.1), indem fiir a die Zahl 3 eingesetzt wird. Die gesuchte Laplacetransformierte ist daher

F(s) = - 9 Oder, um ein Beispiel aus der Korrespondenztabelle B zu wahlen: [B.21] driickt
s
die Korrespondenz
1—e ot 1
L e —— (1.2)
a s(s+a)

aus, die nur fiir a # 0 gilt, da sich ansonsten eine Division durch 0 ergeben wiirde. (Diese Regel
gilt fiir alle Korrespondenzen in den Tabellen, ohne dass das in jedem Fall eigens angemerkt
wird: Sie gelten nur fiir solche Werte der Konstanten, fiir die sich keine Division durch 0
ergibt.) Man kann (1.2) auch in der Form

1 1—e ot
L e =& (1.3)
s(s+a) a
anschreiben — der ausgefiillte Kreis kennzeichnet stets die Laplacetransformierte. Ist nun bei-
1
spielsweise die Laplacetransformierte einer Zeitfunktion durch G(s) = Ty gegeben, so
s

ergibt sich mit [B.21], also mit (1.2) bzw. (1.3), die Zeitfunktion zu g(t) = 1 (1 — e™*%).

Das ist das Prinzip. Es ist aber nicht immer so ganz leicht zu erkennen, welche Korrespondenzen
helfen, um eine Laplacetransformierte oder eine Zeitfunktion zu ermitteln. Betrachten wir
einige Beispiele dazu. Dabei verwenden wir die iibliche (und auch sonst in diesem Skriptum
verwendete) Konvention, dass eine Zeitfunktion mit einem Kleinbuchstaben und die zugehdrige
Laplacetransformierte mit dem entsprechenden GroBbuchstaben bezeichnet wird.

2543
Beispiel: Es ist die inverse Laplacetransformierte von F(s) = j +7 zu ermitteln,
S J—
also 9513
7 o—e T2 1.4
o—e . (1.4)

Ein Term dieser Struktur findet sich in der Korrespondenztabelle B nicht. Die
Zahler der Bruchterme in dieser Tabelle sind stets nur 1 oder Potenzen von s.

1 Wenn Sie dieses Skriptum als PDF-Datei am Computer lesen, kdnnen Sie Verweise wie [A.32] anklicken,
um direkt zur Tabellenseite mit der entsprechenden Korrespondenz zu wechseln.
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Wir konnen aber F(s) so in eine Summe von Briichen mit dem gleichen Nenner
aufspalten, dass alle Summanden (von konstanten Vorfaktoren abgesehen) in der
Tabelle gefunden werden kénnen:
2s5s+3 s 1
= =2 —— i 1.
s2 =17 s =7 3 52 =17 (15)
S~—— S~——
— Tabelle B — Tabelle B

Ein kurze Suche in der Tabelle ergibt, dass [B.27] fiir den ersten Summanden und
[B.26] fiir den zweiten Summanden zustindig ist, beide mit a®> = 7, also a = /7.
Mit dem Korrespondenzsymbol angeschrieben, wird [B.27] mit a = V7 zu

e—o cosh(tV/7) (1.6)

F(s)

s
Y —

und [B.26] mit a = /7 zu

1 — sinh(ty/7) (1.7)

s2 -7 VT
Unter Beriicksichtigung der Linearitdt der (inversen) Laplacetransformation, die
durch die Korrespondenzen [A.1], [A.2], [B.1] und [B.2] ausgedriickt wird, und der
Vorfaktoren 2 und 3 in (1.5) erhalten wir die Korrespondenz

sinh(ty/7)

2s 3
s2—-7 s2-7

e—o 2 cosh(tV7)+3 (1.8)

woraus sich die gesuchte Zeitfunktion zu

inh(¢
f(t) =2 cosh(tV'7) + 3 M (1.9)

VT
ergibt. In der Praxis werden Korrespondenzen wie (1.6), (1.7) und (1.8), die sich
direkt aus der Tabelle ergeben, gar nicht eigens angeschrieben: Aus (1.5) ergibt
sich mit [B.27] und [B.26] unmittelbar die Lésung (1.9). Bei Bedarf kann sie auch

durch Exponentialfunktionen ausgedriickt werden?:

3
ft)=eVT 4 ety 2 (et‘ﬁ — VT ) —

_ i t;\ﬁ _i —tv7
_(1+2ﬁ)e +(1 zﬁ)e . (1.10)

Diesem Beispiel entnehmen wir einen niitzlichen Hinweis: Wenn Sie die Korrespondenztabelle B
nach einem Bruchterm, d.h. nach einer rationalen Funktion (einem Quotienten von Polynomen)
einer bestimmten Struktur durchsuchen, so schauen Sie vor allem auf die Nenner! Im Zahler
muss dann nur 1 oder eine Potenz von s stehen. Wenn Sie die erste Spalte in der Tabelle
genauer ansehen, werden Sie bemerken, dass die Bruchterme nach dem Grad des Nenners
geordnet sind, um die Suche zu erleichtern. In vielen Fallen sind sie gruppiert in mehreren
Varianten, die unterschiedliche Potenzen von s im Zahler enthalten.

1 1
2 Zur Erinnerung: sinh(x) = 3 (e® —e™") und cosh(z) = 3 (e® +e77).
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3
Beispiel: Es ist die inverse Laplacetransformierte von F(s) = — ——— zu
_ s24+2s+5
ermitteln, also 5
7?7 o— - 1.11
o s2+2s+5 (111)

Wir besprechen zwei Methoden:

» Methode 1 ist direkt, aber etwas umstandlich: Die Korrespondenzen [B.32],
[B.33] und [B.34] haben (mit @ = 1 und b = 5) die gewiinschte Struktur. (Der
Z3hler, der ja konstant ist, wird einfach durch Multiplikation mit —3 beriicksichtigt.)
Wir sehen aber als Anmerkung in der Tabelle, dass [B.32] nur dann gilt, wenn
b > a? ist, [B.33] nur dann, wenn b < a? ist, und [B.34] nur dann, wenn
b = a? ist. In unserem Fall gilt ersteres, sodass also [B.32] das Problem l6st: Mit
Vb —a? = \/5—12 = /4 = 2 ergibt sich (unter Beriicksichtigung des Faktors
—3, den wir nicht vergessen diirfen) die gesuchte Zeitfunktion zu

() = —geat 0 5357{;2&2) — —; et sin(21). (1.12)

» Methode 2 ist, wenn man einen guten Blick fiir die Struktur eines Terms
hat, eine Spur eleganter: Betrachtet man den gegebenen Funktionsterm, so sollte
sogleich der Ausdruck s2+2 s ins Auge springen. Er kommt auch in der binomischen
Formel (s +1)% = s> +2 s+ 1 vor. Das kénnen wir benutzen, um den Nenner von
F(s) als

S+2s+5=5"+2s+1+4=(s+1)*+4 (1.13)
———
(s +1)?
zu lesen. Damit formen wir um:

3 3 3
42545 S242s+1+4  (s+ 1244

F(s) = (1.14)

Nun gibt es zwei Moglichkeiten:

Moéglichkeit 1: Wir suchen in der Korrespondenztabelle nach einem Term dieser
Struktur. Findgn wir ihn, so ist das Problem damit gelost. (Suchen Sie! Das ist
auch eine der Ubungsaufgaben am Ende dieses Skriptums.)

Moglichkeit 2: Sie ist angesichts der relativ umfangreichen Tabelle B fiir dieses
Beispiel nicht nétig, aber dennoch lehrreich: Falls uns nur eine kleinere Korres-
pondenztabelle zur Verfiigung stiinde, in der kein Term der Struktur von (1.14)
enthalten ist, konnten wir die Riicktransformation anstelle von F'(s) zuerst auf die

einfachere Funktion 5

s2+4
anwenden (in der also s + 1 durch s ersetzt ist) und dann den ersten Verschie-
bungssatz verwenden, um f(¢) zu finden. (Der erste Verschiebungssatz ist als
[B.6] in Tabelle B wiedergegeben. Sie sollten ihn aber auch ohne Nachschlagen
auswendig kennen.) Die Korrespondenz [B.24], die man nach einiger Erfahrung

G(s) = (1.15)
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mit der Laplacetransformation ohnehin auswendig kennt, fiihrt (mit « = 2 und
nach Multiplikation mit —3) auf

sin(2t) 3
o—e

2 244"

-3 (1.16)
wobei die linke Seite gleich g(t) ist. Da F'(s) = G(s+ 1) ist, wenden wir auf diese
Korrespondenz den ersten Verschiebungssatz [B.6] mit a = 1 an:

_, sin(2¢) 3

s Ly N S 1.17
© T T T Gr12r4 (1.17)

Das Ergebnis lautet daher
3 .
f(t) = —5¢ sin(2t), (1.18)

in Ubereinstimmung mit (1.12).

Merken Sie sich den Trick, der in (1.13) angewandt wurde! Es ist der gleiche, der verwen-
det wird, um die kleine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen herzuleiten, und den Sie
wahrscheinlich in diesem Zusammenhang bereits kennengelernt haben. Er heit , Ergdnzen
auf ein vollstandiges Quadrat®” und ist immer anwendbar, um einen quadratischen Ausdruck
s>+ as+ b in der Form (s + ¢)? + d zu schreiben. Hier einige weitere Beispiele fiir Erginzen
auf ein vollstandiges Quadrat:

2 —4s+10 = (s—2)*+6 (1.19)

s —6s+5 = (s—3)2*—4 (1.20)
5\° 37

2 -3 = ) - = 1.21

s°+5s—3 s+2> 1 (1.21)

S H3s+T = (s+7) + 7 (1.22)

(Uberprﬁfen Sie und fiihren Sie die letzte Erganzung selbst durch!) Dass bei diesem Verfahren
nicht immer nur ganze Zahlen auftreten, sollte uns nicht storen.

Das vorige Beispiel zeigt auch, dass beim Arbeiten mit Korrespondenztabellen ein Symbol
(d.h. ein Buchstabe) in unterschiedlichen Rollen auftreten kann. So haben wir bei der zuletzt
besprochenen Losungsmethode das Symbol a in zwei Bedeutungen benutzt: Zuerst war a die
in [B.24] auftretende Konstante (die wir gleich 2 gesetzt haben), danach war a die im ersten
Verschiebungssatz [B.6] auftretende Konstante (die wir gleich 1 gesetzt haben). Um in solchen
Fillen die Ubersicht zu bewahren, kénnen Sie jede Konstante, die in einer Korrespondenz oder
einer Rechenregel auftritt, nach Belieben umbenennen, also beispielsweise a durch ¢ oder a’
oder a ersetzen, um sie von einer ebenfalls mit a bezeichneten GroBe, die eine andere Bedeutung
hat, zu unterscheiden. Auch wenn Sie eine solche Umbenennung nicht hinschreiben, sondern
nur gedanklich durchfiihren, kann sie durchaus hilfreich sein.
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Als nachstes besprechen wir ein Beispiel, bei dem man etwas mehr rechnen muss.

Beispiel: Angenommen, bei der Losung einer bestimmten Aufgabe tritt die La-
placetransformierte der gesuchten Zeitfunktion z(t) in der Form

10 s

2o
X(s) = 85_2|_+4

+2s

(1.23)
auf. Was tun, um x(t) zu finden?

Bevor wir dieses Problem |6sen, sind zwei Bemerkungen angebracht: 1.) Es sollte
uns nicht stéren, dass die gesuchte Funktion nun x heiBt (und die Laplacetrans-
formierte dementsprechend X'). Wir verwenden einfach die Symbole, die in der
jeweiligen Aufgabenstellung angegeben sind. 2.) Der Grund, warum der Term der
Laplacetransformierten wie in (1.23) angeschrieben ist, also mit einem Bruchterm
im Zahler eines Bruchterms, muss uns hier nicht beschaftigen — nehmen wir das
einfach als gegeben an. Wir werden spater in diesem Skriptum im Zusammenhang
mit Anfangswertproblemen auf Terme dieses Typs stoBen. Wie so oft haben wir
mehrere Moglichkeiten, dem Problem zu Leibe zu riicken.

» Methode 1: Der direkteste Weg besteht darin, den Term (1.23) als Summe

—10s n 25
(s2+4)(s24+9)  s2+4

X(s) = (1.24)

zu schreiben. Nach kurzem Durchforsten der Tabelle erkennen wir, dass [B.90]
(mit @ = 4 und b = 3) auf den ersten Summanden und [B.25] (mit a = 2) auf
den zweiten Summanden passt, sodass sich die Lésung zu

cos(2t) — cos(31t)
)

x(t) = —10 + 2 cos(2t) = 2 cos(3t) (1.25)

ergibt.

» Methode 2: Manchmal ergeben sich aber auch andere (und bessere) Verein-
fachungsmoglichkeiten. In unserem Beispiel konnten wir den gesamten Bruchterm
(1.23) mit s? + 9 erweitern:

10 s
- 2
X(s) = 210 25 105 42s(s +9) (126
s?24+4 (s2+4)(s*+9) '

Nun sollte uns auffallen, dass im Zahler 2 s als gemeinsamer Faktor herausgehoben
werden kann. Das fiihrt sogleich zu einer weiteren Vereinfachung:
 —10s+2s(s*+9)  2s(=5+s*+9)  2s(s*+4)

X(s) = (s2+4)(s2+9)  (s244)(s24+9)  (s2+4)(s2+9)° (1.27)
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Jetzt kann der Bruch durch s? + 4 gekiirzt werden, womit wir erhalten:

2s

X(s) =———. 1.28
Das ist nun eine wesentlich einfachere Darstellung als (1.23) und (1.24), und erst
jetzt benutzen wir die Tabelle: Die Korrespondenz [B.25] mit a = 3 passt genau,

und den Faktor 2 im Zahler beriicksichtigen wir ebenfalls, sodass sich als Lésung
z(t) = 2 cos(3t) (1.29)

ergibt, was natiirlich mit (1.25) iibereinstimmt.

» Methode 3: Wer die Umformung (1.26) macht, aber die sich daraus ergeben-
de weitere Vereinfachungsmoglichkeit nicht bemerkt, wird vielleicht den Zahler
ausmultiplizieren:

X(S>:—1OS—|—28<82—|—9)_—108+283+188 2534 8s

(s24+4)(s2+9) (s24+4)(s2+9) (s2+4)(s2+9)°

(1.30)
Auch an dieser Stelle konnte man noch im Zahler 2 s herausheben, wodurch of-
fenbar wird, dass eine Kiirzung durch s? + 4 méoglich ist. Wer das nicht erkennt,
kann den Term so als Summe schreiben, dass sich (im Einklang mit den typischen
Termen in der Korrespondenztabelle) méglichst einfache Zahler ergeben:

253 8s
(s2+4)(s249) * (s2+4)(s2+9)

X(s) = (1.31)
Nun mit der Korrespondenztabelle zu arbeiten, ist miihsamer als bei den Methoden
1 und 2 und erfordert eine zusatzliche Berechnung. Die Tabelle enthalt nur zwei
Korrespondenzen fiir Terme mit (s? +a?)(s? 4+ b?) im Nenner, namlich [B.89] und
[B.90]. Letztere passt auf den zweiten Summanden von (1.31), aber was machen
wir mit dem ersten Summanden? Eine Mdglichkeit ware, Rechenregel [B.4], die
erste Ableitungsregel, anzuwenden3. Wir werden spiter noch etwas mehr iiber sie
sagen, aber denken Sie an dieser Stelle bitte erst einmal selbst nach, wie diese

Regel hier helfen konnte! Sie sollten herausfinden, dass die Losung des Problems
durch

_ d*> (cos(2t) — cos(3t) cos(2t) — cos(31)
x(t)—Q-@( - )+8. 5

gegeben ist, was sich, nachdem die Differentiation ausgefiihrt wurde, auf (1.29)
reduziert.

(1.32)

3 Eine andere Mdoglichkeit ist die Partialbruchzerlegung, die im nachsten Abschnitt besprochen wird, und
die Sie in einer Ubungsaufgabe selbst auf den ersten Summanden von (1.31) anwenden.
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Dieses Beispiel sollte Sie davon iiberzeugen, dass es sich auszahlt, zuerst Vereinfachungs-
moglichkeiten des gegebenen Terms zu suchen und vielleicht die eine oder andere Darstel-
lungsform auszuprobieren, bevor man zur Riicktransformation schreitet. Unter dem Strich
ist Methode 1 die direkteste Variante, Methode 2 die arbeitssparendste und Methode 3 die
umstandlichste.

Wie die bisher diskutierten Beispiele zeigen, kdnnen unterschiedliche Wege zum gleichen Ziel
fihren. Umfangreiche Korrespondenztabellen (wie Tabelle B) enthalten manche Funktions-
typen mehrfach, in unterschiedlichen Darstellungsformen. Das erhéht die Chance, die Zeit-
funktion zu einer gegebenen Laplacetransformierten zu finden. Mitunter kann aber auch ein
besonderes Verfahren helfen, von dem bisher noch nicht die Rede war, und das wollen wir uns
im nachsten Abschnitt ansehen.

2 Partialbruchzerlegung

Auch eine sehr umfangreiche Korrespondenztabelle kann nicht alle denkbaren (inversen) La-
placetransformierten enthalten. Wir wollen daher nun auf eine Methode eingehen, den Term
einer rationalen Funktion als Summe einfacher Terme zu schreiben, deren inverse Laplace-
transformierte mit groBerer Chance in einer Tabelle vorkommen. Dazu nehmen wir an, die
Laplacetransformierte einer gesuchten Zeitfunktion ist durch

p(s)

F(s) a(s) (2.1)
gegeben, wobei p und g Polynome mit reellen Koeffizienten sind und der Grad von p kleiner
als der Grad von ¢ ist. Wichtig beim Vereinfachen ist zunachst der Nenner ¢. Fiir das Fol-
gende miissen wir seine Nullstellen kennen. Dabei wird die Tatsache benutzt, dass nicht-reelle
Nullstellen eines Polynoms mit reellen Koeffizienten stets als Paare zueinander komplex kon-
jugierter Zahlen auftreten. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist ¢(s) ein Produkt aus
folgenden Faktoren:

e Eine Konstante k£ # 0 (das ist der fiihrende Koeffizient, d.h. der Koeffizient von s",
wobei n der Grad von ¢ ist).

e Fiir jede reelle Nullstelle a ein Term der Form (s — a)”, wobei € N (die Vielfachheit
von a) auch 1 sein kann. In diesem Sinn sagen wir, dass a eine r-fache Nullstelle ist.

e Fiir jedes Paar nicht-reeller zueinander komplex konjugierter Nullstellen z und Z ein Term
der Form (s*+bs+c)", wobei b und c reell sind und das quadratische Polynom s?+b s+c
die Nullstellen z und Z besitzt. Auch in diesem Fall kann die Vielfachheit r gleich 1 sein.
Es gilt dann s> + bs + ¢ = (s — 2)(s — ), aber diese Darstellung wird nicht benétigt.
Wichtig ist nur, dass der quadratische Term s2 + bs + ¢ keine reelle Nullstelle besitzt.
Das ist nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen genau dann der Fall, wenn
b? < 4cist.

Ein Beispiel fiir eine solche Darstellung ware
q(s) =5(s+3)* (s —4)(s* + 1)*(s* =35+ 7). (2.2)

Dieses Polynom vom Grad 9 besitzt
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e den fiihrenden Koeffizienten 5,
o die reelle Nullstelle —3 (mit Vielfachheit 2),
o die reelle Nullstelle 4 (mit Vielfachheit 1),

e die nicht-reellen Nullstellen £5 (mit jeweils Vielfachheit 2), das sind die Lésungen der
Gleichung s> +1 =0,

e und die nicht-reellen Nullstellen (mit jeweils Vielfachheit 1), das sind die

3+ j/19
2
Losungen der Gleichung s? — 35+ 7 = 0.

Liegt der Term fiir den Nenner einer rationalen Funktion F' mit reellen Koeffizienten in dieser
Form vor (und ist der Grad des Nenners groBer als jener des Zahlers), so besagt der Satz von
der Partialbruchzerlegung, dass F'(s) eine Summe von folgenden Termen ist:

e Fiir jeden Linearfaktor s — a mit Vielfachheit  eine Summe von Termen der Form

A A A
s—a (s—a)? (s —a)

(2.3)

mit reellen Koeffizienten Ay, Ay, ..., A,. Ist r = 1, so besteht (2.3) natiirlich nur aus
einem einzigen Summanden.

e Fiir jeden quadratischen Faktor s* + b s + ¢ mit Vielfachheit r eine Summe von Termen

der Form
B18+Cl BQ$+CQ BTS—FCT

s2+bs+c  (s2+bs+c)? et (s24+bs+c)"
mit reellen Koeffizienten By, By, ..., B, und C1,Cs, ..., C,. Ist r = 1, so besteht (2.4)
natiirlich nur aus einem einzigen Summanden.

(2.4)

Die dabei auftretenden, hier mit GroBbuchstaben bezeichneten Koeffizienten sind eindeutig
bestimmt. Beachten Sie, dass jeder einzelne Summand in (2.3) und (2.4) eine recht einfache
Struktur besitzt. Um (2.1) auf diese Weise als Summe relativ einfacher Terme darstellen zu
kdnnen, bendtigen wir nur noch die Werte der Koeffizienten. Diese erhalten wir, indem zuerst
die Summe aller Summen der Typen (2.3) und (2.4) als Ansatz fiir (2.1) angeschrieben wird.
Werden danach beide Seiten mit ¢(s) multipliziert, so fallen alle Nenner weg, und es ergibt sich
wahlweise durch Koeffizientenvergleich oder durch Einsetzen konkreter Werte fiir s ein lineares
Gleichungssystem, das nach den Koeffizienten gelost werden kann. Falls es mehrere reelle
Nullstellen oder nicht-reelle Nullstellenpaare gibt, so konnen recht viele Koeffizienten auftreten.
Man kann sie dann systematisch bezeichnen z.B. in der Form Aj;, fiir den j-ten Koeffizienten
in der Summe (2.3) fiir die k-te Nullstelle, und analog Bjj und Cj, das ist aber keineswegs
Pflicht. Gibt es nur wenige reelle Nullstellen und nicht-reelle Nullstellenpaare, so kann man
diese Koeffizienten auch irgendwie anders nennen, etwa fortlaufend als A, B,C,D, E, ...,
ohne den Uberblick zu verlieren.

Wir illustrieren das Verfahren anhand eines nicht allzu komplizierten, aber auch nicht zu ein-
fachen Beispiels: Gegeben sei

1452 -9

F(s) = (s+3)%(s?—4s+5)

(2.5)
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Terme mit einem solchen Nenner finden wir in der doch recht umfangreichen Korrespondenz-
tabelle B nicht. Um die Partialbruchzerlegung fiir F'(s) durchzufiihren, sind fiinf Schritte nétig:

1. Zuerst vergewissern wir uns, dass der Grad des Nenners groBer ist als der Grad des
Zihlers. Das ist klarerweise der Fall (4 > 2).

2. Nun betrachten wir den Nenner. Neben dem Linearfaktor s+ 3 mit Vielfachheit 2 sehen
wir den quadratischen Faktor s> — 4s 4+ 5. Da wir zunichst nicht wissen, ob er in
Wirklichkeit ein Produkt aus Linearfaktoren mit reellen Koeffizienten ist, berechnen wir
seine Nullstellen. Mit der kleinen Lésungsformel ergibt sich sofort, dass die Losungen der
Gleichung s* —4 s+5 = 0 nicht reell sind. (Man kann auch das oben erw3hnte Kriterium
b> < 4c benutzen. Es reduziert sich hier auf (—4)*> < 4 - 5 und ist somit erfiillt.)
Daher ist der Nenner von (2.5) bereits in der gewiinschten Form. Die Vielfachheit des
quadratischen Faktors ist gleich 1.

3. Jetzt kommen die Ansitze. Fiir den Linearfaktor setzen wir entsprechend (2.3) mit r = 2

an A B
, 2.6
s+3 * (s+3)2 (26)

fir den quadratischen Faktor setzen wir entsprechend (2.4) mit » =1 an

Cs+ D
- 27
s2—4s+5 (27)
Damit ergibt sich, dass
A B Cs+D

F(s) = °f (2.8)

513 (54372 F#_ds+5
mit reellen, noch zu bestimmenden Koeffizienten A, B, C und D.

4. Um die Koeffizienten zu bestimmen, setzen wir in (2.8) fiir F(s) den in (2.5) an-
gegebenen Term ein und multiplizieren beide Seiten mit dem Nenner ¢(s), also mit
(s + 3)%(s* — 4 s+ 5). Wir erhalten

1452 —9=A(s+3)(s> =45 +5)+B(s>—4s5s+5)+ (Cs+ D)(s+3)2 (2.9)

Diese Beziehung muss fiir alle s € R (sogar fiir alle s € C) gelten, wodurch (wie uns
der Satz von der Partialbruchzerlegung sagt) die Koeffizienten A, B, C' und D eindeutig
bestimmt sind. Wir haben jetzt zwei Moglichkeiten, diese Koeffizienten zu ermitteln,
wobei es Geschmackssache ist, welche wir wahlen:

4a.) Wir multiplizieren die Klammern auf der rechten Seite von (2.9) aus, fassen nach
Potenzen von s zusammen,

14s°—-9=(A+C)s*+(-A+B+6C+D)s*+ (2.10)
+(-7TA—-4B+9C+6D)s+15A+5B+9D,
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vergleichen die Koeffizienten der Potenzen von s auf beiden Seiten und erhalten
das lineare Gleichungssystem

0=A+C
4=—-A+B+6C+D
0=-TA—4B+9C+6D (2.11)

—-9=15A+5B+9D,

das wir (mit einer geeigneten Methode, etwa durch Substitution oder Elimination)
leicht 16sen konnen. Die Losung lautet

3 9 3

A__ﬁ’ B—§, 0—5, D=-1. (2.12)
4b.) Die zweite Moglichkeit besteht darin, einige Werte fiir s in (2.9) einzusetzen, um
ausreichend viele Gleichungen fiir die Koeffizienten zu bekommen. Hier bieten sich
insbesondere die Nullstellen des Nenners von F'(s) an. Einsetzen von s = —3 ergibt
sofort eine Gleichung, die nur B enthalt, mit der Losung B = g. Die komplexen
Nullstellen des quadratischen Faktors s —4 s+ 5 sind 2 & j. Setzen wir 2+ j oder
2 — j in (2.9) ein, so ergeben sich nach der Trennung von Real- und Imaginérteil
zwei Gleichungen fiir C' und D mit den Losungen C' = % und D = —1. Jetzt ist
nur noch A zu berechnen. Wir setzen (beispielsweise) s = 0 und erhalten daraus
A= —%. Diese Methode lauft weniger systematisch ab als die erste, fiihrt aber

ebenfalls (und meistens schneller) zum Ziel.

Wie auch immer wir es machen, die Koeffizienten sind durch (2.12) gegeben.

5. Zuletzt setzen wir die Werte (2.12) der Koeffizienten in den Ansatz (2.8) ein und fassen
das Ergebnis der Partialbruchzerlegung in der Form

1452 -9 3 9 35 —2

o) = e 1559 2643 1261 2@ a5y B

zusammen. Den letzten Term in der Summe kénnen wir gemal

35 —2 3s 1
= — 2.14
2(s2—4s+5) 2(s2—4s+5) s2—4s+5 (214)

in noch einfachere Bestandteile zerlegen. Insgesamt haben wir den urspriinglich gegebe-
nen Term fiir F'(s) als Summe von einfacheren Termen (den , Partialbriichen™) geschrie-
ben, die wir eher in einer Korrespondenztabelle finden als den gegebenen*. Schreiben wir
noch s> —4 s+5 durch Erginzen auf ein vollstindiges Quadrat in der Form (s —2)%+1,

4 Wir erwihnen hier nebenbei, dass die Partialbruchzerlegung auch andere Anwendungen hat. Insbesondere
erlaubt sie es, unbestimmte Integrale beliebiger rationaler Funktionen in geschlossener Form anzugeben. (lst
der Grad des Nenners nicht groBer als jener des Zahlers, so wird zuerst mittels Polynomdivision ein Polynom
abgespaltet und die Partialbruchzerlegung auf den Rest angewandt.)
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so finden wir alle diese Terme (bis auf konstante Vorfaktoren) in der Korrespondenzta-

belle B:
_ ﬁ — Korrespondenz [B.16] mit a = 3, (2.15)
ﬁ — Korrespondenz [B.19] mit a = 3, (2.16)
e _3;)2 =y — Korrespondenz [B.29] mit b= —2und a =1, (2.17)
_m — Korrespondenz [B.28] mit b= —2und a = 1. (2.18)

Der urspriingliche Term (2.5) hingegen findet sich, wie bereits bemerkt, in der doch
recht umfangreichen Tabelle nicht.

Nach erledigter Partialbruchzerlegung kénnen wir die inverse Laplacetransformierte von F
(d.h. die gesuchte Zeitfunktion) einfach als Summe der inversen Laplacetransformierten der
Summanden bestimmen. Fiir unser Beispiel (2.5), das wir auf die Summe der Terme (2.15)
bis (2.18) reduziert haben, ist sie gegeben durch

3 9 3
f(t) = —3 e 3t 4 éte_gt - 2 e*" (cos(t) + 2sin(t)) — e sin(t) =
1
= (36— 1) + 5 (3 cos(r) + 4 sinr)) " (2.19)

(Rechnen Sie mit Hilfe der Tabelle B und der oben angegebenen Korrespondenzen nach!)

3 Anwendung der Rechenregeln

Neben der Partialbruchzerlegung stehen auch andere Methoden fiir den Fall zur Verfiigung,
dass die Zeitfunktion f zu einer gegebenen Laplacetransformierten F' gesucht ist, der Term fiir
F(s) aber in der Korrespondenztabelle, mit der man arbeitet, nicht vorkommt. Insbesondere
konnen die zahlreichen Rechenregeln fiir die Laplacetransformation, die im Vorgangerskriptum
Laplacetransformation: Einfiihrung ausfiihrlich besprochen wurden, helfen. Die wichtigsten
dieser Regeln sind am Beginn der Korrespondenztabelle B noch einmal aufgelistet, und zwar
zugeschnitten auf die Suche nach einer Zeitfunktion. Dort stehen G und H fiir Laplacetrans-
formierte, deren Zeitfunktionen g und h bekannt sind.

Beispielsweise stellt [B.6] den ersten Verschiebungssatz (Dampfungssatz) dar. Ist F'(s) von
der Form G(s + a) fiir eine Laplacetransformierte GG, deren Zeitfunktion g Sie in der Tabelle
finden, und eine reelle Konstante a, so ist die Zeitfunktion von F einfach durch f(t) = e~ ! ¢(¢)
gegeben. Unter Zuhilfenahme dieser Regel wurden manche der Korrespondenzen in Tabelle B
aus einfacheren Korrespondenzen erzeugt. So folgt beispielsweise [B.16] unmittelbar aus [B.15],
[B.19] aus [B.18] und [B.28] aus [B.24]. Theoretisch hatte man also [B.16], [B.19] und [B.28]
und etliche weitere Korrespondenzen gar nicht anfiihren miissen. Dass sie dennoch in der
Tabelle stehen, ist gewissermaBen ein Serviceangebot, das die Arbeit erleichtert. Aber sehen
wir uns ein Beispiel fiir eine Laplacetransformierte an, die nicht in der Tabelle vorkommt.
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1
(s+2)*—81

Tabelle B nicht vorgesehen. Also versuchen wir es mit

Beispiel: Gegeben ist F(s) = Funktionen dieses Typs sind in

und finden die

st
Korrespondenz [B.100], die fiir a = 3 genau passt. (Achtung: Dieses a hat mit
dem a in Regel [B.6] nichts zu tun! Nicht durcheinanderkommen mit den Kon-
stantenbezeichnungen!) Daher schlieBen wir sofort, dass

5, sinh(3%) —sin(31¢) 1
=e

PR T o
2. 33 T 54° (sinh(3¢) —sin(3¢), (3.1)

f(t)

wobei einfach Regel [B.6] mit @ = 2 angewandt wurde. (Achtung: Dieses a hat
mit dem a in [B.100] nichts zu tun! Wie gesagt: Nicht durcheinanderkommen mit
den Konstantenbezeichnungen!)

Eine weitere niitzliche Regel ist [B.4], die erste Ableitungsregel. Wir haben sie bereits friiher als
Tipp erwahnt, siehe (1.32) — haben Sie es geschafft? —, und wollen sie nun genauer besprechen.
Bei der Anwendung der Laplacetransformation hilft sie uns, die Laplacetransformierte einer
Ableitung zu finden. In [B.4] tritt sie gewissermaBen in umgekehrter Rolle auf: Ist F'(s) von
der Struktur s G(s) fiir eine Laplacetransformierte GG, deren Zeitfunktion g bekannt ist, so ist
die Zeitfunktion von F’ einfach die Ableitung von g. Voraussetzung ist allerdings, dass g(0) = 0
gilt, was nach dem Grenzwertsatz dquivalent zur Aussage sllrglo (s G(s)) = 0 ist. Fiir rationale

Funktionen bedeutet das einfach, dass der Grad des Nenners von G(s) den Grad des Zahlers
um mindestens 2 iibersteigt bzw. dass der Grad des Nenners von F'(s) groBer als der Grad des
Zashlers ist. (Im Vorgangerskriptum wurde das ausfiihrlich diskutiert.) Auch mit dieser Regel
wurden manche der Korrespondenzen in Tabelle B aus einfacheren Korrespondenzen erzeugt.
So folgt beispielsweise [B.23] unmittelbar aus [B.22], [B.25] aus [B.24] und [B.40] aus [B.39].
Hier zwei Beispiele fiir Laplacetransformierte, die nicht in der Tabelle vorkommen:

Beispiel 1: Gegeben ist F'(s) =

1 i 1 Funktionen dieses Typs sind in Tabelle B
S R

nicht vorgesehen. Also versuchen wir es mit — und finden die Korrespondenz
gd

[B.100], die fiir @ = 3 genau passt. Daher schlieBen wir sofort, dass

() = d (sinh(3?) —sin(3¢)) _ 3 cosh(3¢) —3 cos(31) _
Cdt 233 B 5. 33 =
1
=33 (cosh(S t) — cos(3 t)) (3.2)
2
Beispiel 2: Um die inverse Laplacetransformierte von F'(s) = T ZU ermit-
S J—

teln, gehen wir vom vorigen Ergebnis (3.2) aus, differenzieren gemaB [B.100] ein
weiteres Mal und erhalten

f(t) = = (sinh(3t) +sin(31)). (3.3)

|
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Analog verhalt es sich mit den anderen Rechenregeln fiir die Laplacetransformation. Die inverse

Laplacetransformierte von F(s) = kann gemaB [B.8] aus [B.100] (mit a = 3)

1
s (st —81)
durch eine Integration erhalten werden, und ist die inverse Laplacetransformierte von F(s) =
1
(2s)—81
a = 3) gemaB [B.3] (mit b = 2) reskalieren.

gesucht, so muss man dies nicht umformen, sondern kann direkt [B.100] (mit

Zuletzt sei darauf hingewiesen, dass ein sicherer Umgang mit diesen Rechenregeln nicht nur
beim Arbeiten mit Korrespondenztabellen hilft, sondern ganz allgemein bei der Ubersetzung
von Problemstellungen, die Beziehungen und Manipulationen von Signalen betreffen, zwischen
Zeit- und Bildbereich. Die Laplacetransformation und ihre Regeln gehdren gewissermaBen zum
Sprachschatz in einigen technischen Bereichen, insbesondere in der Regelungstechnik.

4 Berechnung mittels Computer

Die Aufgabe, Laplacetransformierte und inverse Laplacetransformierte zu ermitteln, kann auch
an geeignete Computerprogramme iibergeben werden. (Das sollte aber kein Anreiz sein, sich
mit den in diesem Skriptum vermittelten Grundlagen und Techniken weniger zu beschaftigen.)
Hier seien nur zwei solche Programme kurz erwahnt.

In MATLAB lautet der zustandige Befehl fiir die Berechnung einer Laplacetransformierten
laplace. Wir illustrieren die Eingabe anhand des (sehr einfachen) Problems, die Laplace-
transformierte von f(t) = sin(at) zu berechnen. Sollen die hier verwendeten Variablenbe-
zeichnungen t und s beibehalten werden, so geniigt es, die Zeitfunktion als einziges Argument
zu libergeben:

laplace(sin(axt))

(Davor miissen, wie in MATLAB erforderlich, a und t mittels syms a t als symbolische Va-
riable deklariert werden. Das gilt auch fiir alle im Folgenden vorkommenden symbolischen
Variablen.) Soll statt s eine andere Bezeichnung verwendet werden, etwa y, so fiihren Sie aus:

laplace(sin(a*t),y)
Soll auch anstelle von t eine andere Bezeichnung verwendet werden, etwa x, so fiihren Sie aus:
laplace(sin(a*x),x,y)

Der Befehl zur Berechnung der inversen Laplacetransformierten lautet ilaplace. Wir illus-
trieren die Eingabe anhand des (sehr einfachen) Problems, die inverse Laplacetransformierte

1
von F(s) = Gooe

zeichnungen ¢ und s beibehalten werden, so geniigt es, die Laplacetransformierte als einziges
Argument zu libergeben, um die Zeitfunktion zu erhalten:

zu berechnen. Sollen die in diesem Skriptum verwendeten Variablenbe-

ilaplace(1/(s-a)"2)

Soll statt ¢ eine andere Bezeichnung verwendet werden, etwa z, so fiihren Sie aus:
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ilaplace(1/(s-a)~2,x)
Soll auch anstelle von s eine andere Bezeichnung verwendet werden, etwa vy, so fiihren Sie aus:

ilaplace(1/(y-a)~2,y,x)

In Mathematica lautet der zustidndige Befehl fiir die Berechnung einer Laplacetransformier-
ten LaplaceTransform und jener fiir die Berechnung einer inversen Laplacetransformierten
InverselLaplaceTransform. Beide bendtigen drei Argumente: die Zeitfunktion bzw. die La-
placetransformierten, den Namen der Variable fiir die eingegebene Funktion und den Namen
der Variable fiir die auszugebende Funktion. Unter Beibehaltung der iiblichen Bezeichnungen
t und s fiihren Sie fiir die obigen Beispiele aus:

LaplaceTransform([Sin[a t],t,s]
und

InverselLaplaceTransform[1/(s-a)"2,s,t]

5 Anfangswertprobleme erster Ordnung

Ein Anfangswertproblem (AWP) erster Ordnung ist eine Differentialgleichung erster Ord-
nung zusammen mit einer Anfangsbedingung, die die Losung der Differentialgleichung ein-
deutig festlegt. Wir beschranken uns hier auf lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Nennen wir beispielsweise die Variable ¢, die gesuchte (reelle) Funktion f und
legen ¢t = 0 als Anfangszeitpunkt fest, so ist jedes solche Anfangswertproblem von der Form

fit)+af(t)=g)
f(0) = fo, (5.1)

wobei g eine vorgegebene (reelle) Funktion ist (die sogenannte Storfunktion) und a und
fo vorgegebene (reelle) Zahlen sind. fy bezeichnet den Anfangswert von f. Ein konkretes
Beispiel ware gegeben durch

F1(6) + 3 f(t) = sin(2¢)
£(0) = 4. (5.2)

Anfangswertprobleme dieser Art kdnnen durch eine Integration gelost werden. Es gibt sogar
eine einfache Formel fiir die Lésung von (5.1), und diese wollen wir nun mit Hilfe der Lapla-
cetransformation herleiten. Zunachst bilden wir die Laplacetransformierten beider Seiten der
Differentialgleichung in (5.1). Die Laplacetransformierten von f und g bezeichnen wir mit F’
und G. Mit der Ableitungsregel [A.8] (Achtung: die Funktion g in Regel [A.8] steht fiir unse-
re Funktion f, bitte dieses g nicht mit der Funktion g in (5.1) verwechseln!) ergibt sich die
Laplacetransformierte der linken Seite zu s F'(s) — f(0) + a F'(s). Da die beiden Seiten der



Laplacetransformation: Beispiele 16

Differentialgleichung gleich sind, sind auch ihre Laplacetransformierten gleich. Es muss daher
gelten

s F(s) —@—i—a F(s) = G(s), (5.3)
Jo
also
sF(s)— fo+aF(s)=G(s). (5.4)
Wir I6sen nach F(s) auf und erhalten
_G(s)+ /o
F(s) = =272 (5.5)

Um die inverse Laplacetransformierte zu finden (d.h. um die Riicktransformation durchzufiihren),
spalten wir die rechte Seite in eine Summe auf:

F(s)—G(s)SiaJrS{fa. (5.6)

Der erste Summand ist ein Produkt, seine inverse Laplacetransformierte ist gemaB Regel [B.10]
die Faltung der entsprechenden Zeitfunktionen. Die Zeitfunktion zu G(s) ist laut Voraussetzung

g(t), jene von n ist gemaB [B.16] gleich e~**. Die inverse Laplacetransformierte des ersten
s

a
Summanden in (5.6) ist daher gegeben durch

t
/ g(r)e 2 dr. (5.7)
0
Die inverse Laplacetransformierte des zweiten Summanden ist gemaB [B.16] gegeben durch

fo e*“t. (58)

Damit ist die Losung in allgemeiner Form gefunden:
t t
f(t) = / g(7) e—a(t=T) dr + fo e—ot — e—at/ g(T) e dT + fo et —
0 0

= <f0 + /Otg(T) e d7'> e ot (5.9)

Hat man ein konkretes Anfangswertproblem erster Ordnung (linear, mit konstanten Koeffizien-
ten) vorliegen, wie etwa (5.2), so kann man entweder diese Losungsformel verwenden (was be-
deutet, dass eine Integration durchgefiihrt werden muss) oder mit denselben Losungsschritten
beginnen, die uns zu (5.9) gefiihrt haben, und hoffen, dass sich die inverse Laplacetransformier-
te von (5.5) mit Hilfe der Korrespondenztabelle und der Rechenregeln (also ohne Integration)
finden lasst. Wir fiihren das anhand des Beispiels (5.2) vor: Die Laplacetransformierte der
rechten Seite bekommen wir (wenn wir sie nicht ohnehin schon kennen wiirden, siehe (1.1))
mit Hilfe von [A.32], sodass die Gleichheit der Laplacetransformierten beider Seiten der Diffe-
rentialgleichung in (5.2) so aussieht:

S F(s) = f0) +3 F(s) = 322+4'
4

(5.10)
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Um nach F'(s) aufzuldsen, formen wir diese Beziehung um zu

2
) F(s) = —— + 4. 5.11
(s+3)Fs) = g + (5.11)

Man kann nun brachial durch s + 3 dividieren:
2 +4

244
F :L. 5.12
(s) = = (512)

Auf diese Weise kommen Doppelbriiche zustande wie auch jener in (1.23), der uns bereits
friher in diesem Skriptum begegnet ist. Wir wahlen den direkten Weg, spalten F'(s) in die

Summe
2 4

(s+3)(s2+4) * 543
auf und finden mit Hilfe der Korrespondenzen [B.53] (mit @ = 3 und b = 2) und [B.16] (mit
a=3)

F(s) =

(5.13)

ft) = 12—3 (673’5 + g sin(2t) — cos(2 t)) +4e3t =
= % (54 e 3 + 3 sin(2t) — 2 cos(2 t)> (5.14)

und damit die gesuchte Losung des Anfangswertproblems (5.2).

Anmerkung: Man hitte auch versuchen kénnen, den Bruch (5.12) mit s* + 4 zu
erweitern, aber dann hatte man nach der Umformung

244(s2+4) 452 +18  2(25°+9)
Fo) = @ 0 " i3+ 0  ero@ry o)

festgestellt, dass es hier nichts mehr zu kiirzen gibt (im Gegensatz zu (1.27), wenn
Sie sich erinnern). Auch die sich aus (5.15) ergebende Aufspaltung

4 s* 18

Fo) = e T o e D

(5.16)

hatte im Vergleich zu (5.13) nur eine Erschwernis gebracht, aber auch in dieser
Form lasst sich die Riicktransformation mit Hilfe der Tabelle bewerkstelligen: Die
zustandigen Korrespondenzen sind fiir den ersten Summanden [B.55] und fiir den
zweiten Summanden [B.53] (beide mit @ = 3 und b = 2). Die gesuchte Losung
des Anfangswertproblems (5.2) hatte sich dann so ergeben:

f(t) = % (9 e 3 —6sin(2t) + 4 cos(2 t)) + % (e_gt + ; sin(2t) — cos(2 t)) =
= 1—13 (54 e 3t 4 3 sin(2t) — 2 cos(2 t)) (5.17)

in Ubereinstimmung mit (5.14).
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In technischen Anwendungen ist manchmal eine bestimmte Aufspaltung der Losung eines An-
fangswertproblems in eine Summe von zwei Funktionen von Bedeutung. Um uns das genauer
anzusehen, gehen wir zuriick zur allgemeinen Formel (5.6) fiir die Laplacetransformierte der
Losungsfunktion. Der erste Summand hangt von der Storfunktion g, aber nicht vom An-
fangswert fy ab. Der zweite Summand hangt vom Anfangswert f; ab, aber nicht von der
Storfunktion g. Jeder der beiden Terme gehort zu einem speziellen Anfangswertproblem. Mit
den Bezeichnungen

G

(s) n Jo
s+a s+ a
N——~ N——

Fzsr(s)  Fzir(s)

F(s) = = Fzsr(s) + Fzr(s) (5.18)

konnen wir feststellen:

e [7sr(s) ist die Laplacetransformierte der (eindeutig bestimmten) Losung des Anfangs-
wertproblems

f't)+aft) =g
f(0) =0, (5.19)

das aus (5.1) entsteht, indem der Anfangswert fy (auch Anfangszustand, initial state,
genannt) auf O gesetzt, alles andere aber beibehalten wird. Die zugehdrige Zeitfunkti-
on bezeichnen wir mit fzsg. Diese Losung wird zero-state response (ZSR) genannt
(deutsch: Nullzustandsantwort).

e Fr(s) ist die Laplacetransformierte der (eindeutig bestimmten) Lésung des Anfangs-
wertproblems

fit)+af(t)=0
f(0) = fo, (5.20)

das aus (5.1) entsteht, indem die Storfunktion ¢ (auch input genannt) auf 0 gesetzt, alles
andere aber beibehalten wird. Die zugehdrige Zeitfunktion bezeichnen wir mit fzr. Diese
Lésung wird zero-input response (ZIR) genannt (deutsch: Nulleingangsantwort).
Die Differentialgleichung f'(t) + a f(t) = 0 wird die zu f'(t) +a f(t) = g(t) gehorende
homogene Differentialgleichung genannt.

Die Losung (5.9) des urspriinglichen Problems (5.1) ist wegen (5.18) die Summe aus zero-state
response und zero-input response:

f(t) = fzsr(t) + fzr(2). (5.21)

Der fo-Anteil in der allgemeinen Losungsformel (5.9) ist fzir(t), der Anteil mit dem Integral
iber g ist fzsgr(t). Wird in einem konkreten Fall diese Aufspaltung benétigt, so empfiehlt es
sich, dies bereits im Losungsweg zu beriicksichtigen, also von vornherein Fzsr(s) und Fzr(s)
getrennt zu berechnen und riickzutransformieren. Im Losungsweg fiir das Beispiel (5.2) haben
wir das nicht beriicksichtigt. Das war ja noch, bevor in diesem Skriptum von der Aufspaltung
in zero-state response und zero-input response die Rede war! In einer Ubungsaufgabe l3sen
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Sie (5.2) noch einmal, und zwar durch getrennte Behandlung von zero-state response und
zero-input response — und vielleicht werden Sie eine kleine Uberraschung erleben!

Das Konzept der Aufspaltung in die Summe zero-state response + zero-input response ist auch
in allgemeineren Situationen als den hier betrachteten Anfangswertproblemen erster Ordnung
anwendbar. (Wir werden ihm bei den Anfangswertproblemen zweiter Ordnung im nachsten
Abschnitt wieder begegnen.) Voraussetzung dafiir ist die Linearitdt der zugrunde gelegten
Gleichungen. Fiir den hier betrachteten Typ der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten kann man sich in der Zusammenschau des Gesagten noch einmal
davon iiberzeugen, dass die Summe der beiden Anteile tatsdchlich die Losung des gegebenen
Anfangswertproblems ist: fzsg und fzir erfiillen

f2sr(t) +a fzsr(t) = g(t),  fzsr(0) =0 (5.22)
f£|R<t) + lez|R(t) =0, fZ|R(O) = fo. (5.23)
Wir addieren die beiden Differentialgleichungen
f2sr(t) + f2r(t) +a (fzsr(t) + fzr(t)) = g(t) + 0 (5.24)
Vv d ~ Ve v
f'(@) f(t) 9(t)
(wobei die Linearitit der Ableitung benutzt wurde) und die beiden Anfangsbedingungen
fzsr(0) + fzir(0) = 0+ fo (5.25)
J _ ) —
£(0) fo

und sehen auf diese Weise, dass f(t) das Anfangswertproblem (5.1) erfiillt. Aufgrund der
Linearitat der Laplacetransformation ist diese Aufspaltung dann auch im Bildbereich gegeben,
siehe (5.18).

Wir wollen nun noch ein paar Hinweise zu den Bezeichnungen geben, die bei Differentialglei-
chungen vorkommen: In diesem Abschnitt haben wir die gesuchte Funktion mit f bezeichnet.
In der Praxis kommen aber die unterschiedlichsten Symbole fiir zeitabhdngige GroBen, die
ein Anfangswertproblem erfiillen, vor. Generell ist es ratsam, dies im Losungsweg beizubehal-
ten. HeiBt es beispielsweise x(t) statt f(t), so wird die Laplacetransformierte eben mit X (s)
statt mit F'(s) bezeichnet. Manchmal wird die Ableitung nach der Zeit durch einen Punkt
gekennzeichnet, also 7 (t) statt 2’(¢) geschrieben. Das Anfangswertproblem

x(t) + 3x(t) = sin(2¢)
2(0) = 4 (5.26)

ist — bis auf die Bezeichnung — véllig identisch mit (5.2), und meist gibt es keinen Grund,
die Laplacetransformierte von = nicht mit X zu bezeichnen. Lediglich wenn anstelle der un-
abhangigen Variable ¢ ein anderes Symbol verwendet wird (z.B. wenn damit nicht die Zeit
gemeint ist, sondern eine andere GroBe), muss man ein bisschen aufpassen. Ist etwa ein An-
fangswertproblem fiir y(x) formuliert, so kann man die Laplacetransformierte als Y'(s) be-
zeichnen, und beim Arbeiten mit Korrespondenztabellen und Rechenregeln spielt x dann die
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Rolle, die iiblicherweise ¢ spielt. Manchmal wird in einer Differentialgleichung die unabhangige
Variable nur bei der Stérfunktion angegeben. So ist etwa das Anfangswertproblem

y' + 3y =sin(22)
y(0) = 4, (5.27)

in dem kurz 3 und y statt ¥/(z) und y(x) geschrieben wurde, bis auf die Bezeichnung mit
(5.2) und (5.26) identisch. Und wenn es einmal heiBt

du(t)
dt

so sollte lhnen ebenfalls klar sein, dass es sich wieder um (5.2), (5.26) und (5.27) handelt.
Sollte der Koeffizient der ersten Ableitung einmal nicht geich 1 sein, wie etwa in

32(t)+2z2(t)=5e"", 2(0) =4, (5.29)

+3u(t) —sin(2t) =0, u(0) =4, (5.28)

so handelt es sich natiirlich ebenfalls um ein Anfangswertproblem desselben Typs. Man kann
dann beide Seiten der Differentialgleichung durch 3 dividieren, um sie auf die allgemeine
Form (5.1) zu bringen. Das muss man aber nicht machen, denn auch wenn direkt mit der
Form (5.29) gearbeitet wird, fiihrt das Verfahren ,,von beiden Seiten der Differentialgleichung
die Laplacetransformierte bilden — nach Z(s) auflésen — riicktransformieren, um z(¢) zu
erhalten” zur Losung. Der erste Schritt fiihrt in diesem Fall auf die Gleichung

3 (s Z(s) — i(g)) 1 27(s) = S% , (5.30)
1

die im zweiten Schritt nach Z(s) aufgeldst wird.

6 Anfangswertprobleme zweiter Ordnung

Anfangswertprobleme zweiter Ordnung sind in physikalischer und technischer Hinsicht von
besonderer Bedeutung, da mit ihrer Hilfe Systeme beschrieben werden, die auch bei ver-
schwindender Storfunktion oszillieren (,,schwingen®) kénnen. Sie sind zunéchst ganz dhnlich
gestrickt wie Anfangswertprobleme erster Ordnung. An die Stelle der Differentialgleichung ers-
ter Ordnung tritt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, wobei wir uns wieder auf lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschranken wollen, und zum Anfangs-
zeitpunkt ¢ = 0 muss nicht nur der Wert der gesuchten Funktion, sondern auch der Wert ihrer
Ableitung vorgegeben sein, damit die Losung eindeutig bestimmt ist>.

Das allgemeinste Anfangswertproblem (AWP) zweiter Ordnung, das wir in diesem Skrip-
tum betrachten wollen, ist von der Form

FIO) +af(t)+0f(t)=g(t)
f0) = fo (6.1)
F10) = fo,

5 Der Grund dafiir liegt, salopp ausgedriickt, darin, dass die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung

zweiter Ordnung zwei frei wahlbare Konstanten enthalt. Dementsprechend miissen zwei Bedingungen gestellt
werden, um eine Lésung eindeutig zu bestimmen.
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wobei g eine vorgegebene (reelle) Funktion (die Storfunktion) ist und a, b, fo und f} vorge-
gebene (reelle) Zahlen sind. f; und f{ werden die Anfangsdaten von f genannt.

Ist a = 0, b > 0 und g(t) = 0, so ist die Losung eine harmonische Schwin-
gung. Ist a > 0, so kommt eine Dampfung dazu, und eine nichtverschwindende
Storfunktion lasst sich als Antriebskraft interpretieren. Die meisten anwendungs-
relevanten Losungen solcher Systeme sind gedampfte erzwungene Schwingungen.

Ein konkretes Beispiel eines Anfangswertproblems zweiter Ordnung ware gegeben durch

f () +4 f'(t) + 13 f(t) = 3 cos(t) — sin(t)
f0) =3 (6.2)
f(0) = 1.

Um ein solches Anfangswertproblem zu I6sen, wenden wir die gleiche Logik an wie bei den An-
fangswertproblemen erster Ordnung: Wie bilden die Laplacetransformierten der beiden Seiten
der Differentialgleichung, setzen sie gleich, 16sen nach F'(s) auf und fiihren die Riicktransformation
durch. Fiir die Laplacetransformierte der ersten Ableitung verwenden wir die Ableitungsregel
[A.8], fiir jene der zweiten Ableitung verwenden wir die Ableitungsregel [A.9]. Die Laplace-
transformierte von g wird wieder mit G bezeichnet. (Achtung: die Funktion ¢ in den Regeln
[A.8] und [A.9] steht fiir unsere Funktion f, bitte dieses g nicht mit der Funktion ¢ in (6.1)
verwechseln!) Auf diese Weise finden wir fiir den allgemeinen Fall (6.1)

SZF(S)—S@—@—I—Q(SF(S)—@)+bF(s):G(s), (6.3)
Jo 1 Jo
also
SF(s)—sfo—fo+a(sF(s)— fo) +bF(s) = G(s), (6.4)

und formen um zu
(s> +as +b)F(s)—sfo— fo—afo=G(s). (6.5)

Die Terme sind jetzt eine Spur komplizierter als bei den Anfangswertproblemen erster Ordnung.
Wir wollen die Anfangswertprobleme zweiter Ordnung nicht allgemein 16sen®, aber eine kurze
strategische Uberlegung zur allgemeinen Form (6.5) ist an dieser Stelle noch angebracht. Ist
nur die Losung eines bestimmten Anfangswertproblems zweiter Ordnung gesucht, so [Gsen
wir (6.5) nach F(s) auf, vereinfachen soweit wie moglich und fiihren die Riicktransformation
durch, wobei es sinnvoll sein kann, einige Umformungsvarianten auszuprobieren, um mit der
Korrespondenztabelle und den Rechenregeln ans Ziel zu kommen. Es gibt aber auch hier das
Konzept der Aufspaltung der Losung in eine Summe zero-state response + zero-input response.
Ist diese Aufspaltung ebenfalls gesucht, so sollte das gleich zu Beginn beriicksichtigt werden.
Fiir ein Anfangswertproblem zweiter Ordnung wird mit

6 Auch fiir die Lésung eines solchen Problems gibt es eine allgemeine Formel wie (5.9), aber sie ist eher
unansehnlich, und daher wollen wir auf sie verzichten.
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e zero-state response die Losung jenes Anfangswertproblems bezeichnet, das aus (6.1)
entsteht, indem die Anfangsdaten f; und f) auf O gesetzt werden, alles andere aber
beibehalten wird, und mit

e zero-input response die Losung jenes Anfangswertproblems, das aus (6.1) entsteht,
indem die Storfunktion g auf O gesetzt, alles andere aber beibehalten wird.

Wir bezeichnen die entsprechenden Funktionen wieder mit fzsg und fzr und ihre Laplace-
transformierten mit Fzsg und Fyzr. Aufgrund der Linearitat der Differentialgleichung und der
Laplacetransformation gilt fiir die Losung von (6.5)

f(t) = fZSR(t> -+ fZ|R<t) und F(S) = FZSR(S) -+ FZ|R(S). (66)

Nun kehren wir zu (6.5) zuriick. Die Gleichung fiir Fzsr(s) ergibt sich, indem fo = f§j =0
gesetzt wird, zu

G(s)

(s +as +b) Fzsr(s) = G(s) = Fzsr(s) = s24+as +b'

(6.7)

und die Gleichung fiir Fzr(s) ergibt sich, indem G(s) = 0 gesetzt wird, nach einer kleinen
Umformung zu

Sf0+f6+af0'

(32+6LS+b>FZIR(S):Sf0+f6+afO = Izr(s) = s24+as +b

(6.8)
Liegt ein konkretes Anfangswertproblem zweiter Ordnung vor, so kann man entweder G(s)
(nachdem es ermittelt wurde), a, b, fo und f} in diese Formeln einsetzen und damit weiterma-
chen oder — wenn man sich die Formeln nicht merken will — die entsprechenden Umformungen
von Beginn an mit den gegebenen Zahlen und der gegebenen Storfunktion durchfiihren.

Ist ein Anfangswertproblem zweiter Ordnung einmal in etwas anderer Darstellung angegeben,
etwa in der Form

d*u(t)  du(t) , B du, =
o -2 o + 3 sin(4t), u(0) =3, %(0) =5 (6.9)
oder
32't)+ 22 () +7z(t)=e", 2(0)=3, 2(0)=4, (6.10)

so sollte das kein grundsatzliches Problem darstellen. In solchen Fallen kann man entweder die
Differentialgleichung in die Darstellung (6.1) umformen oder direkt das allgemeine Schema
»von beiden Seiten der Differentialgleichung die Laplacetransformierte bilden — nach der
Laplacetransformierten der gesuchten Zeitfunktion auflosen — riicktransformieren, um die
Zeitfunktion zu erhalten” anwenden.

Wir betrachten nun das Beispiel (6.2). Es ist, wie wir gleich sehen werden, ein typischer Fall,
um entweder eine Partialbruchzerlegung durchzufiihren oder den Computer zu Hilfe zu nehmen.
Die Laplacetransformierte der Storfunktion ¢(t) = 3 cos(t) — sin(¢) finden wir mit Hilfe der
Korrespondenzen [A.32] und [A.33] (beide fiir a = 1):

3s—1
Gls) = 2+1°

(6.11)
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Wir fiihren die Berechnung nun getrennt fiir zero-state response und zero-input response durch.
Zuerst also zero-state response: Ausgehend entweder von (6.7) oder direkt von (6.2) ergibt
sich die Laplacetransformierte zu

G(s) 3s—1

F; = - '
zsr(s) s2+4s +13  (s2+1)(s2+4s +13)

(6.12)

Tabelle B enthalt keinen Term dieser Struktur. Auch wenn man s? +4s +13 als (s +2)?+9
schreibt, wird man in der Tabelle nicht fiindig. Die Methode der Wahl (sofern kein geeignetes
Computerprogramm zur Verfiigung steht, dazu kommen wir gleich) ist die Partialbruchzerle-
gung. Fiihren Sie sie zur Ubung selbst durch! Sie sollten die Beziehung

3s—1 S s+4

(s2+ 1)(s2+4s +13) 4(s2+1) 4(s2+4s+13) (6.13)

erhalten. Der letzte Term kann als Summe zweier Terme mit einfacherem Zahler geschrieben

werden:
S S 1

4(s24+1) 4(s2+45+13) s2+4s+13°

Schreiben wir nun noch s* + 4s + 13 als (s + 2)? + 9 und ziehen die Konstanten in den
Nennern vor die Briiche, so ergibt sich mit

Fzsr(s) = (6.14)

1 s 1 S 1
48241 4(s+2)24+9  (s+2)24+9

Fzsr(s) (6.15)

eine Struktur, der wir mit Hilfe von Tabelle B zu Leibe riicken kdnnen. Die zustdndigen
Korrespondenzen sind [B.25] (mit a = 1), [B.29] (mit @ = 3 und b = 2) und [B.28] (ebenfalls
mit a = 3 und b = 2), sodass sich das Ergebnis der Riicktransformation zu

frsr(t) = ;1 cos(t) — ;le_% (cos(31) - g sin(31)) - %e—% sin(3¢) =
1

- = (3 cos(t) — e 2! (3 cos(3t) + 2 sin(3t))> (6.16)

ergibt. Ab einer gewissen Komplexitat ist es aber natiirlich sinnvoll, ein geeignetes Computer-
programm um Hilfe zu bitten. Um sich die Partialbruchzerlegung zu ersparen, hatte man in
MATLAB eingeben konnen

syms s
ilaplace((3*s-1)/((s72+1)*(s"2+4%*s+13)))

und hatte mit

ans =
cos(t)/4 - (exp(-2*t)*(cos(3*t) + (2*sin(3*t))/3))/4

nach einer kleinen Umformung genau das bereits mit Partialbruchzerlegung berechnete Ergeb-
nis (6.16) erhalten.
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Nun zu zero-input response: Ausgehend entweder von (6.8) oder direkt von (6.2) ergibt sich
die Laplacetransformierte zu

s+8
F: = , 6.17
woraus sich (nun wieder ganz ohne Computer)
1
far(t) = 77 <cos(3t) 12 sin(3t)) (6.18)

ergibt. (Vollziehen Sie das zur Ubung selbst nach!) Damit sind die Zeitfunktionen fiir zero-
state response und zero-input response gefunden, und die Losung des Anfangswertproblems
(6.2) ist deren Summe:

1 1 5, .
f(t) = fZSR(t> + fzm(t) = Zl COS(t) + g € 2t sm(?) t). (619)
Damit ist das Problem gelost. Ware die Aufspaltung der Losung in zero-state response und
zero-input response nicht verlangt gewesen, so hatte man auch gleich direkt, ausgehend von
der Differentialgleichung und den Anfangsdaten, die Beziehung der Laplacetransformierten in
der Form 3 )
2 1 1 98—
hingeschrieben — das entspricht (6.5) im oben skizzierten allgemeinen Lésungsweg — und nach
F(s) aufgelost:

(6.20)

3s—1 4 3s—1

L 4 lst144-r 1 l(548)
2 1 1 2 1
F(s) = S+ S i ot (6.21)
s2+4s+13 s2+4s+13
Schreibt man den Term als Summe
—1
F(s) = ik 5+8 (6.22)

P+ (2 14s+13) 4(2+4s+13)

so entspricht das genau der Aufspaltung in die Summe aus zero-state response und zero-input
response (die man auf diese Weise sozusagen gratis bekommt, selbst wenn sie gar nicht verlangt
ist). Hatte man den Bruch (6.21) mit s* + 1 erweitert, so hitte sich keine Vereinfachung
ergeben, sondern (nach Ausmultiplikation des Zahlers) mit

s24+8s2+13s5s+4

FO) = D@ 15+ 13)

(6.23)

eine kompliziertere Struktur, die man wieder mit Partialbruchzerlegung (allerdings mit groBerem
Aufwand als zuvor) vereinfacht oder am Computer riicktransformiert hatte, und das Ergebnis
ware natiirlich identisch mit (6.19) gewesen. Auch hier zeigt sich, dass es geschickte und we-
niger geschickte Vorgangsweisen gibt, und dass es klug ist, die Riicktransformation erst dann
in Angriff zu nehmen, wenn keine bessere Vereinfachungsvariante in Sicht ist.
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Etwas leichter stellt sich das Losungsverfahren eines Anfangswertproblems zweiter Ordnung
dar, wenn die Dampfungskonstante @ in (6.1) gleich 0 ist. Wir betrachten das Beispiel

Z(t) +4x(t) =5 cos(3t)
2(0) = 1 (6.24)
(0) = 2,

wobei wir diesmal — um uns nicht allzu sehr an die bisher verwendete Notation zu gewohnen —
die gesuchte Zeitfunktion mit z und die Ableitung nach ¢ mit einem Punkt bezeichnet haben’.
Wir fiihren die Berechnung wieder getrennt fiir zero-state response und zero-input response
durch. Mittlerweile sollte sich schon eine gewisse Routine eingestellt haben. Die Anwendung
der Laplacetransformation ergibt mit der Regel [A.9] und der Korrespondenz [A.33] (fiir a = 3)

5s 5s
21X = = X = 6.25
(s 4) Xzsr(s) = 575 zsr(8) = T 0y (7 + 4) (6.23)
und 42 2
2 . . S . S
(8 +4)XZ|R(S)—S—|—2 = XZIR(S)— 82—|—4 = 82—|—4+ 52—|—4. (626)

Die Riicktransformation von (6.25) ergibt mit der Regel [B.4] und der Korrespondenz [B.90]
(fiir a =2 und b = 3)
xzsr(t) = cos(2t) — cos(31), (6.27)

und die Riicktransformation von (6.26) ergibt mit den Korrespondenzen [B.25] und [B.24]
(beide fiir a = 2)
xzr(t) = sin(2t) + cos(2t). (6.28)

Die Losung des Anfangswertproblems (6.24) ist daher gegeben durch
x(t) = xzsr(t) + xz1r(t) = sin(2t) + 2 cos(2t) — cos(3t). (6.29)

Diese Ergebnisse illustrieren noch einmal recht schon die Bedeutung der Aufspaltung in zero-
state response und zero-input response: (6.28) stellt die harmonische Schwingung (mit Kreis-
frequenz 2) dar, die das System bei Abwesenheit einer Antriebskraft mit den gegebenen An-
fangsdaten ausfiihrt. (6.27) ergibt sich durch die Wirkung der Antriebskraft (mit Kreisfrequenz
3), wenn die Anfangsdaten auf 0 gesetzt werden. Die Summe (6.29) dieser beiden Funktionen
beschreibt die erzwungene Schwingung, die das gestellte Anfangswertproblem 16st. Abbildung 1
zeigt die Graphen dieser drei Funktionen im Intervall [0, 47|. Vergleichen wir:

e Anfangswerte bei t = 0: Der Graph von xzsg [rot] verlduft durch den Ursprung, entspre-
chend 2zsg(0) = 0. Die Graphen von zzr [blau] und x [strichliert] gehen beide auf der
zweiten Achse durch denselben Punkt, ndmlich (0, 1), entsprechend xzr(0) = x(0) = 1.

e Ableitungen (= Steigung der Tangenten) bei ¢ = 0: Die Tangente des Graphen von
xzsr [rot] im Ursprung ist parallel zur ersten Achse, entsprechend izsg(0) = 0. Die
Tangenten der Graphen von zzr [blau] und z [strichliert] sind im Punkt (0, 1) parallel
und haben dort die Steigung 2, entsprechend iz r(0) = #(0) = 2.

7 Die Storfunktion hat keinen Namen bekommen. In der Regel muss man ihr auch keinen Namen geben.
Sie kdnnen aber, wenn es lhnen hilft, den Uberblick zu bewahren, durchaus einen wihlen, also etwa g(t) =
5 cos(3t) setzen. Die rechte Seite der ersten Gleichung von (6.25) ist dann G(s).
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e 1z [blau] ist als harmonische Funktion mit Kreisfrequenz 2 periodisch mit Periode 7.
xzsr [rot] und z [strichliert] sind periodisch mit Periode 27, aber nicht harmonisch.
Beide sind erzwungene Schwingungen und besitzen Anteile mit den Kreisfrequenzen 2
und 3.

Xzsr(t), Xzr(t), x(t)

3

Abbildung 1: Graphen der Funktionen (6.27) [ZSR, rot], (6.28) [ZIR, blau] und (6.29)
[strichliert, Losung des Anfangswertproblems (6.24)].

7 Weitere Anwendungen der Laplacetransformation

Die bisher betrachteten Anwendungen der Laplacetransformation sind nicht die einzigen. So
gibt es auch Anfangswertprobleme héherer Ordnung, bei denen (sofern man sich wieder
auf lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und einer Storfunktion be-
schrankt) alles im Prinzip genauso funktioniert wie bei den Anfangswertproblemen erster und
zweiter Ordnung. Die Laplacetransformierte der n-ten Ableitung einer Funktion, deren Lapla-
cetransformierte bekannt ist, kann durch wiederholte Anwendung von Regel [A.8] ermittelt
werden, eine allgemeine Formel dafiir ist in Regel [A.10] wiedergegeben.

Um zu illustrieren, dass die Laplacetransformation auch bei anderen Problemen helfen kann,
durchaus auch bei solchen, bei denen man auf den ersten Blick nicht recht wei, wie man
sie angehen konnte, betrachten wir zum Abschluss das folgende Problem: Wir suchen alle
Funktionen f : [0,00) — R, die die Beziehung

f@)+3f(t)=-2 /t e T f(t—T1)dr (7.1)

0
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fiir alle ¢ > 0 erfiillen. Beachten sie, dass die gesuchte Funktion f auch im Integranden auf der
rechten Seite vorkommt. Wir sprechen daher von einer linearen Integro-Differentialgleichung.
Schauen Sie sie an! Fallt Ihnen etwas daran auf, das lhnen bekannt vorkommt?

Vielleicht haben Sie es gesehen: Das Integral auf der rechten Seite ist eine Faltung! Mit
h(t) = —2e7 %" (7.2)
konnen wir (7.1) auch in der Form

f'(t) +3f(t) = (hx f)(t) (7.3)

anschreiben. Damit riickt das Problem in den Bereich des Machbaren, denn wir wissen dank
der Rechenregel [A.12], dass die Laplacetransformierte einer Faltung gleich dem Produkt der
Laplacetransformierten ist. Wir bilden also in bewahrter Weise die Laplacetransformierten bei-

2
der Seiten von (7.3). Die Korrespondenz [A.21] mit a = 5 sagt uns, dass H(s) = —

s+
2F
ist. Die Laplacetransformierte der rechten Seite von (7.3) ist daher gleich —%. Mit der
5

Ableitungsregel [A.8] ergibt sich dann aus (7.3) die Beziehung

2F
sF(s)— f(0) +3F(s) = — (5) : (7.4)
~~ s+5
Jo
Wir legen uns nicht auf einen bestimmten Anfangswert f; fest, 16sen nach F'(s) auf,
5 )
F(s) = Jo — = 2f0(3+ ) _ fO(SJg ) (7.5)
s34 $2+8s+17  (s+4)2+1
5+ 95

und fiihren die Riicktransformation mit Hilfe der Korrespondenzen [B.29] und [B.28] (beide
fir a =1 und b = 4) durch:

f(t) = foe ™ (cos(t) — 4 sin(t)) +5 fo e ** sin(t) =
= foe *' (cos(t) +sin(t)). (7.6)

Fertig!® Erstaunlich, nicht?

8 Genau genommen haben wir auf diese Weise zumindest alle Funktionen gefunden, die (7.1) erfiillen und
eine Laplacetransformierte besitzen. Tatsichlich handelt es sich bei (7.6) sogar um die allgemeine Lésung von
(7.1). Man kann das einsehen, indem man beide Seiten von (7.1) nach ¢ differenziert und nach einer Reihe
von Umformungen (zu denen eine partielle Integration und eine nochmalige Ausnutzung von (7.1), um ein
verbleibendes Integral loszuwerden, gehdren) auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung kommt,
die man — ebenfalls mit Hilfe der Laplacetransformation — allgemein I6sen kann. Setzt man die allgemeine
Losung, die zwei frei wihlbare Konstanten enthilt, in (7.1) ein, so ergibt sich eine Beziehung zwischen den
beiden Konstanten, sodass genau (7.6) als allgemeine Lésung von (7.1) iibrig bleibt. Das wire die alternative
Methode, (7.1) zu I5sen.
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8

Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

Ermitteln Sie mit Hilfe der Regel [A.8] und der Korrespondenz [A.38] die Laplacetrans-
formierte von f(t) = sin(t)cos(t). (Tipp: Berechnen Sie die Ableitung von sin®(t).)
Fallt Ihnen eine andere Methode ein, um die Laplacetransformierte von sin(t) cos(t) zu
finden?

Losung:
‘[eev] pun (2g)urs % = (7)s00 (7)UIs :9pOYIS|\ S49puy

:0——-5’

¥+ ¢S (¥ +z5) s C
e—_— = = (S .laye
. Z . (s)d :4oyeq

“(2)s00 (p)uts g = (;L)st% SpUSMIDA

Ermitteln Sie mit Hilfe der Regel [A.3] und der Korrespondenz [A.40] die Laplacetrans-
formierte von z(t) = t sin(at + c).

Losung:

o = = () 5 =

. (9)s00 s g + (9)uis (0 — .8 soo D+ (Q)urs s ) p

Ein sinusformiges Signal wird zur Zeit t = 7 eingeschaltet. Seine Zeitfunktion ist gegeben

durch h(t) = 6(t — %) sin (¢t — %). Ermitteln Sie seine Laplacetransformierte!

Losung:

T+es

S = (s)H ya1s 3qi8se [gey] pun [Gv] 3N

c/sL—

Finden Sie eine Korrespondenz in Tabelle B, die der Darstellungsform des letzten Terms
in (1.14) entspricht, und ermitteln Sie die zugehorige Zeitfunktion!

Losung:

(8T°T) Mw yosiuap! yo1pNIeu 3si slugadiy seq T = q pun g = v Nw [gz g]
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e Ermitteln Sie mit Hilfe der Regel [B.4] und der Korrespondenz [B.90] die inverse Lapla-
2
$

(s2+1)(s?+16)

cetransformierte von F'(s) =

Losung:

.((l)ugs — (2p)us T7> QTI — (( cT ) P _ 1)/

1¥)s00 — (2)s00 ) p

e Ermitteln Sie mit Hilfe der Regel [B.4] und einer geeigneten Korrespondenz die inverse

Laplacetransformierte von Y (s) = ————.
P (5) (s2+43)2
Losung:

jWwa|qoJd SIS9IP 150| V/ 9||2qe] UOA [#€ Y] Zuspuodsalioy aip yony :Sunyiswuy

R TAL :< o/e€ " >%:(¥)ﬁi
(g/e) ws g (gr) s gphr—(gprpms) ) p

yais 1qi840 g A = v uny [G6°g] IN

e Ermitteln Sie die inverse Laplacetransformierte von Z(s) = fir a,b € R,

b+ 0.

Losung:

(s+a)t— bt

: ((m)ugs — (gq)qugs) 1v_? EQTZ = (2)z yoi1s 1qi84e

(ssnw uapJam 31z319s49 q Y2anp v Jap ul)

[00T°g] zuspuodsauioy Jop pun [9'g| 989y 49p U

e Fiihren Sie die Partialbruchzerlegung fiir den ersten Summanden in (1.31) durch und
ermitteln Sie seine inverse Laplacetransformierte mit Hilfe geeigneter Korrespondenzen
in Tabelle B. Uberpriifen Sie, dass das Ergebnis gleich dem ersten Summanden von
(1.32) ist!

Losung:

G P
(jusuydaisne 1sq)as) ((l 2500 — G z)soa) —Zp ¢ Bunjynudiaq

“(2¢)s00 8% + (2¢)s00 g— :91J91WI0)sues1a0e|de 9SIaAU|

6+ 5)¢ + rtes)s  _ (6+e5) (7 +¢5) :3un3siazydniq|eiied

58T 58 ¢5C
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e Losen Sie das Anfangswertproblem

Z(t) +4x(t) = —10 cos(31t)
z(0) =2 (8.1)
z(0) = 0.

Losung:

15098 MYy 9131 BUIS Jne s3 31§ udqey dqednes3unqgn usSLoA Jap U
"9p4NM 1SO[93 USY 194p JNE pun 131INysIp ydiaynjsne
%3] wi sep ‘(¢z'T) ws|qoid sep neusd ydis 1qi8Is s

e Losen Sie das Anfangswertproblem

F8) +5f() =
£(0) =2, (8.2)

Losung:

192 =426 = (S

(9 +5)(g+5)

= (S
Py ($)d

e Im Text wurde das Anfangswertproblem (5.2) geldst. Losen Sie es noch einmal, aber
nun durch getrennte Behandlung von zero-state response und zero-input response!

((zz)Soo z— (o)us ¢+, 2 179> 8{_1 =)/

e 2V = (:)l)H]ZJ[

<(l ¢)s0o g — (1g)uts ¢+, 2 Z) (‘3[_[ = (p)4szf
€+s = (s)¥1Z
R
v+ ZS)Z(S+S’) _ (s)uszy

i14ynya8younp sye4aq (, Yyo1jaydisqeun’ usdesnzos) spinm 3|19] UIPIS(
19s31p Bunjpueysg 21uuaJ31d8 a1 josuodsas Indul-049z + asuodsas 93181S-049Z
swwng Jop neusd jydudsius (£1°G) Sunyjedsyny a1 :Bunyoseiaqn
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e Losen Sie das Anfangswertproblem

d*w(t) L
a2 +2w(t) = 4 sin(¢)

w(0) = 3 (8.3)

dw
—(0)=14
dt()

und geben Sie die Zeitfunktionen fiir zero-state response und zero-input response an!

Losung:

(Dus §+ (gN2) s00 ¢ = ()m
(@/\?) us gAC + (g/\l) 800 ¢ = (7)41Zm
(g/9) ws gz — (Dus = (1)USZm

¢+
— _°* — (s\¥IZ
preg M
(Z + ZS)([ + 38) — (S)HSZ/]A
14

e Losen Sie das Anfangswertproblem
z(0) =1 (8.4)

und geben Sie die Zeitfunktionen fiir zero-state response und zero-input response an!

Losung:

(1gp s 2) o - s
(gN1) 800, 2= (pUiZx

g
((2”4)“D'—I)4952=(@HSZ$
9+ 5% +es
- °® — (s\HIZ
e (s)¥1zx

(9+sg+5)(1+59)
4

= (Q)HSZX
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9 Anhang: Korrespondenztabelle A

Die Terme in dieser Tabelle sind so angeschrieben, dass es leicht fallen sollte, die Laplacetrans-
formierte einer gegebenen Zeitfunktion, d.h. F'(s) bei bekanntem f(t), zu ermitteln. Die Sym-
bole a, b, ¢ bezeichnen reelle Konstanten, die in den meisten Fallen beliebig sind, sofern keine
Division durch 0 entsteht. In manchen Fillen sind in der dritten Spalte Bedingungen angegeben,
die sie zusatzlich erfiillen miissen. Zu Beginn der Tabelle finden Sie die wichtigsten Rechen-
regeln, die es erlauben, die Laplacetransformierten weiterer Funktionen zu berechnen. Dabei
bezeichnen (g(t), G(s)) und (h(t), H(s)) ebenfalls Paare (Zeitfunktion,Laplacetransformierte).

£t) F(s) Anmerkung Nr.
o) + (D) G(s) + H(s) A1)
cq(t) ¢G(s) ceR [A2)
tg(t) —G'(s) [A.3]
et g (1) G(s +a) 4t R [A4]
0t — a) glt — a) e G(s) a0 A 5]
ot + a) € G(s) ag?t)oi%d P | A
o(b1) %G (%) b e R\{0} [A7]
g'(t) sG(s) — g(0) [A.8]
g9"(1) s?G(s) — s g(0) — ¢'(0) [A.9]
s" G(s) — " g(0)
g™ (t) —s"24/(0) — neN [A.10]
— g™ 1(0)

/0 o) dr EG(S) A.11]
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0 F(s) Anmerkung | Nr.
(g% h)(t) G(s) H(s) [A12]
ot (1) ~L (G m)s) [A.13]

| % (A.14]

' . [A.15]

t? p [A.16]

f S:‘il neN | [A17]

it g [A.18]

Vi 2?; [A.10]

t3/2 i’s\ﬁ [A.20]

o—at - i - A.21]

te~at ; +1a)2 [A.22]

2ot ; fa)3 [A.23]

tn e~at (Sf—c:)m neN | [A24]
ot — et 1

oo TR atb | [A25]
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f(t) F(s) Anmerkung | Nr.
sinh(at) = L (e* — e ¢ [A.26]
2 52 — a? ’
cosh(at) = = (e + 1) 5 [A.27]
2 52 —q? ’
2as
inh _— .
t sinh(at) e [A.28]
s2 + a2
h _— .
t cosh(at) (2 — ) [A.29]
2 a?
inh?(at _ )
sinh“(at) N [A.30]
2 _ 2 a2
h2(at B .
cosh”(at) S id) [A.31]
. a
Sln(a t) m [A32]
S
COS((I t) m [A33]
. 2as
t Sln(CL t) m [A34]
§2 _ g2
t COS(CL t) m [A35]
e bt sin(at) B [A.36]
(s+b)2+a? ’
_ s+b
e bt COS(Gt) m [A37]
2a?
in?(at _ .
sin”(at) NEESYS [A.38]
2 2 2
cos®(at) @ rs [A.39]

s(s?2+4a?)
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f(t) F(s) Anmerkung Nr.
, s sin(c) + a cos(c)
A4
sin(at + ¢) a2 [A.40]
s cos(c) — a sin(c)
cos(at + c) o [A.41]
6—(18
6(t —a) a>0 [A.42]
s
0t —a) et G 0 A43
(t—a)e " a> [A.43]
, e™*(b cos(ab) + s sin(ab))
O(t — a) sin(bt) s a>0 [A.44]
e (s cos(ab) — b sin(ab))
O(t — a) cos(bt) 2 a>0 [A.45]
1 — e
O(a —1) . a>0 [A.46]
d(t) verstanden als
o) ! dt—e)firelO [A-47]
it —a) e s a>0 [A.48]
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10 Anhang: Korrespondenztabelle B

Die Terme in dieser Tabelle sind so angeschrieben, dass es leicht fallen sollte, die inverse
Laplacetransformierte (die Zeitfunktion) bei bekannter Laplacetransformierter, d.h. f(t) bei
bekanntem F(s), zu ermitteln. Die Symbole a,b, ¢, ... bezeichnen reelle Konstanten, die in
den meisten Fallen beliebig sind, sofern keine Division durch 0 entsteht. In manchen Fallen
sind Bedingungen angegeben, die sie zusatzlich erfiillen miissen. Zu Beginn der Tabelle finden
Sie die wichtigsten Rechenregeln, die es erlauben, die inversen Laplacetransformierten weiterer
Funktionen zu berechnen. Dabei bezeichnen (G(s),g(t)) und (H(s),h(t)) ebenfalls Paare
(Laplacetransformierte, Zeitfunktion). Die meisten der danach in der ersten Spalte aufgelisteten
Funktionen sind Quotienten von Polynomen. Sie sind nach dem Grad des Nenners geordnet, in
vielen Fallen gruppiert in mehreren Varianten, die unterschiedliche Potenzen von s im Zahler
enthalten.

F(s) f(t) Nr
G(s) + H(s) g(t) + h(t) [B.1]
cG(s) cy(t) [B.2]
G(bs) % g (%) [B.3]
g'(t)
s G(s) .... falls g(0) =0, d.h. [B.4]
falls sli_glo (sG(s)) =0
g'(t) +9(0)6(t)
sG(s) .... falls g(0) endlich, d.h. [B.5]

falls lim (s G(s)) endlich
§—00

G(s+a) e *tg(t) [B.6]
e ¥ G(s) Ot —a)g(t—a) .. falls a > 0 [B.7]
éa(s) /0 g(r)dr [B.8]

G'(s) —tg(t) [B.9]
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F(s) f(t) Nr.
G(s) H(s) (g R)(#) [B.10]
(G* H)(s) 27 jg(t) h(t) [B.11]

o(t) 5
! verstanden als (¢ — ¢) fiire | 0 [B-12]
si” % ... falls n € N* [B.13]
1 tn—l e—at i
Gtap e falls n e N [B.14]
% | [B.15]
1 —at
T a e [B.16]
s —ae "+ 4(t) 817
s+a §(t) verstanden als §(t —¢) fiire | 0 [B.17]
SlQ ¢ [B.18]
1 —at
G+ a7 te [B.19]
Gray (1—at)e [B.20]
1 1—eat
s(s+a) a [B.21]
1 efat - efbt B2
(s+a)(s+0) b—a [B.22]
s ae ot —pe bt
(s+a)(s+b) a—b 1523
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F(s) f(t) Nr.
1 sin(at)
o ” [B.24]
s
o cos(at) [B.25]
1 sinh(at)
s - [B.26]
s
Epp cosh(at) [B.27]
1 I
it e b sin(at) [B.28]
S bt B é .
Gibi T e (cos(a t) - sin(a t)> [B.29]
1 I
R 2 ¢ * sinh(at) [B.30]
S bt _ Q .
[T e <Cosh(a t) " sinh(a t)) [B.31]
1 in (Vb — a?
S et VO ) s [B.32]
s2+2as+b Vb — a2
1 inh (tva? —b
S — ot STV D) gy < a2 [B.33]
s24+2as+b a2 —b
1 —at 2
ot a sin (t\/b — a2)
s e cos (tVb—a? ) — —
s2+2as+b ( < ) o 1835
............ falls b > a?
inh (tva? —b
s e ! (COSh (t\/aZ—b> _ oo (2 ¢ ))
s2+2as+b “ o 5.36)
............ falls b < a?
i (1—at)e .. fallsb=a? [B.37]

$24+2as+b
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Fls) 1) Nr.
5_13 St [B.38]
(s +1a)3 Set [B.39]
(s ja)?’ % e "'t (2—at) [B.40]
(s fa)g, Lera (a®t* —4dat +2) [B.41]
s (s i a)? % L—e(at+ 1)) [B.42]
52 (51+ a) % (e +at—1) [B.43]
1 1 be @t —qe bt
s(s+a)(s+b) o) [B.44]
1 e — (1+(b—a)t) e
(8 + CL) (S + b) (b _ a)Q [B45]
5 ae ™ + (a+ (b—a)bt) e
(S + CL) (S + b) (b _ a)g [846]
52 a2e"”—i—b(b—2a—|—(a—b)bt)e’bt
(s+a)(s+0) (b—a) [B.47]
1 e—at e bt oct
i G0 0 | t—at—a -ha-b @—ao—a | %
; cact L he L eet g
(S‘F&)(S‘Fb)(S-FC) (b—a)(c_a) (C—b)(a—b) (a—C)(b C) .
52 a2 e—at b2 o—bt 2 pct
(sta)(s+b)(s+c) (b—a)(c—a)+(c—b)(a_b)+(a_c)(b_c) [B.50]
5 (321+ a?) % (1= cos(at)) [B.51]
! L (Cosh(at) 1) [B.52]

s (s2 —a?)

(12
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(s+a) ((s +b)? — c2>

o
.mtK=0—-c2—ab

) o N
1 1 —at a . b
(s + a) (s + b?) 2B <e + 7 sin(bt) — cos(bt)) [B.53]
s 1
(5 + a) (s% 1 b?) pranyT (— ae "+ bsin(bt) +a cos(bt)) [B.54]
52 1
(s + a) (2 + b?) Z 1D (a2 e " —absin(bt) + b? cos(bt)) [B.55]
1 1 a
(P 0 (efat + sinh(bt) — cosh(b t)> [B.56]
— 832 - ﬁ <_ ae=' —bsinh(b) +a cosh(bt)) [B.57]
’ 1
(s + a)s(s2 —1?) a? — b2 <a2 e™*' +absinh(bt) —b” cosh(b t)) [B.58]
—b
1 e ot et <a . sin(ct) — COS(Ct)) (B.59]
(s +a) <(S+b)2 +62> (b—a)®+c?
) _ge—at 4 bt (% sin(ct) + a cos(ct))
(s+a) ((s+0)+ ) b—ap+c [B.60]
.mitK=0+c*—ab
a2 e—at 4 bt (K sin(ct) + L cos(ct))
s (b—a)?+c?
2 B.61
v (e ed) | mer =020 Bt
und L =b*+ ¢ —2ab
1 e—at 4 bt (QT_b sinh(ct) — cosh(ct)) [B.62)
(s +a) (s 40— 2) e
—ae %t 4 o0t (5 sinh(ct) + a cosh(c t))
S - [B.63]




Laplacetransformation: Beispiele 41
F(s) f(t) Nr.
a’e 4+ e bt (K sinh(ct) + L cosh(c t))
2 (b—a)?—c?
EFAYS: [B.64]
(8+a)((s—|—b)2—02) ..mitK:M—(a—i—b)c
und L=0*—c*—2ab
1 1
— — ¢ B.65
s 6 [B.65]
1 1,
T s [B.66]
S 1 _,
Gran ¢ " (3—at) [B.67]
s? 1
Gra) ge_att(a2t2—6at+6) [B.68]
s3 1
Gia) 66_‘”(—a3t3—|—9a2t2—18at+6) [B.69]
1 1 —at 242
TraT s (2 (@8 4 20t +2)) [B.70]
1 1 Cat
(5 1 a)? ] <at—2+e (at—|—2)> [B.71]
1 1 242 —at
T3 2—a3<at _2at+2-2e ) [B.72]
1
] e <_26—at+e—bt(K2t2_Kt+2)> B.73
5 :
(s +a)(s+0) mit K=a—b
1 —at —bt 27 42
s 5 103 (2@6 +e (K bt —2Kat+2a)> (B.74]
5 :
(s +a)(s+0) Smit K=a—b
1 2 2 —at —bt t
2 s\ 2a7e +e 7 p(t)
3 .mtK=a—-b L=2a—-5b [B.75]
(s+a)(s+b)
und p(t) = K20?t* =2 K Lbt + 2a®
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Fls) 1 (@) .
! (2@36_‘”—6_“() (t))
g3 2 K3 p
(s+a)(s+0b)? .mitK=a-b L=3a—2b [B.76]
und p(t) = K*b*#* — 2K Lbt + 6 K a + 2b°
! 1 —at —bt
FETIEIPEE =D (e ((a-)t+2) +e(a—t)t—2)) | [B77]
1 —at K b —bt K
B S P
(s +a)?(s+0b)? _ :
.mtK=b—a
2 1 —at K 2b _btb Kb 9
; (e a(Kat+20) + e (Kbi—20)) [B.79]
(s +a)?(s+0b)? _
.mtK=b—a
1
3 (et + e (— Kbt 4+ M)
S
(51 a2 (s+b) mit K=b—a L—a—3b M=3a—b [B.80]
und p(t) =a? (— Kat+ L)
1
KZ_ 2 _—at —bt
1 K2ab2< Bt e p(h)) .
s(s+a)(s+b)? . mitK=a—5b [B.81]
und p(t) = a (Kbt —a+20)
1
1 = (42 2 12 _—at 2 bt
T aG1D 0 UL D B T
.mtK=a-0b
1
(e )
: it K = (.~ B)(a — 0)*(b ~ )" B.53)

(s+a)(s+0b)(s+c)?

L=—(0b-c)? M= (a—c)*und
P(t):(CL—b)((a—c)(b—c)t—a—b+20)
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Nr.

(s+a)(s+b)(s+c)(s+d)

[B.84]

1
(s+a)(s+0b)(s®+c?)

el <p(t) + P sin(ct) + Q cos(ct))

.omit K =c(a—b)(a*+ ) (b* + A2),

L=——c®+c), M=c(a®>+c%,
P=(a—>b)(ab—c?), Q=0b*—d?
p(t)=e ' L+e M

[B.85]

(s+a)(s+0b)(s*—c?)

[B.86]

1
(s +a)?(s?+0?)

.. mit K =b(a®+ b?)?,
und p(t) = e *'b ((a® + b?) t + 2a)

[B.87]

(s +a)?(s?—b?)

1
= (6—atp<t> NS e_th>

.. mit K =2b(a—b)*(a+0b)?
p(t) =2b((a® — b*)t +2a),
L= (a—0)>und M = —(a+ b)*

[B.88]
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1 a sin(bt) — b sin(at)
(s + a?) (52 + °) ab(a? —b?) -
s cos(bt) — cos(at)
(s + a?) (s + 17) o b >
) a sinh(bt) — b sin(at) B.91
(82 +a?) (s* = b?) ab(a®+b°) B
s cosh(bt) — cos(at)
(2 + a2) (52 — b2 a? + b? 15921
1 b sinh(at) — a sinh(bt) B.93
(s2 — a?) (s2 — 1?) ab(a?® — b?) [B.93]
h — cosh(b
(s2 — a2)3(32 —12) - (a;g — zss o 1894
1 sin(at) —at cos(at)
e - [B.95]
1 at cosh(at) — sinh(at) [B.96]
1 2 e~ (sin(bt) — bt cos(bt)) [B.97]
<(s +a)?+ b2> 20°
1 i e~ (bt cosh(bt) — sinh(bt)) [B.98]
(G5 +a)2 - 12) 2
1 1 aty . caty . oat at
R L
1 sinh(at) — sin(at) [B.100]
st _ g4 2a3
1 Ly
- Ny [B.101]
1 1 —at 44
L ey [B.102]
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F(s) f(t) Nr.
1 1
— - B.103
7 Ve 18103
331/2 9 % [B.104]
1 413/2
- e [B.105]
atan (%) sin(at) [B.106]
atanh (g) sinh(a?) [B.107]
t
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