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In diesem Skriptum werden die Grundlagen der Theorie der Laplacetransforma-
tion behandelt. Dabei geht es vor allem um das Konzept und die wichtigsten
Eigenschaften der Laplacetransformation. Den rechentechnischen Aspekten und
den Anfangswertproblemen — als wichtigster Anwendung der Laplacetransforma-
tion im Bereich der Technik — ist das Nachfolgeskriptum Laplacetransformation:
Beispiele gewidmet.

1 Motivation und Definition

Die Laplacetransformation? ist eng mit der Fouriertransformation verwandt. Um sie einzufiihren
und zu motivieren, setzen wir Grundkenntnisse der Theorie der Fouriertransformation, wie sie
etwa im Skriptum Fouriertransformation: Einfiihrung beschrieben wird, voraus.

Die Fouriertransformation ist auf Funktionen zugeschnitten, die auf ganz R definiert sind.
Beschreibt eine solche Funktion ein zeitlich veranderliches Signal, so bedeutet das, dass ihre
Werte fiir alle Zeitpunkte festgelegt sein miissen, und sie muss im Unendlichen (sowohl in der
unendlichen Zukunft als auch in der unendlichen Vergangenheit) in geeigneter Weise gegen 0
streben. Nun will man aber in Anwendungen oft Signale beschreiben,

e die irgendwann beginnen (Einschaltvorgdnge) — wie sie beispielsweise in einer elektri-
schen Schaltung auftreten, die irgendwann in Betrieb genommen wird —, also Signale,
die fiir Zeitpunkte, die vor dem Einschaltzeitpunkt (der iblicherweise mit ¢ = 0 ange-
nommen wird) liegen, gar nicht definiert sind,

e und die fiir groBe Zeiten nicht unbedingt abklingen, sondern beispielsweise ein
oszillierendes, polynomiales oder sogar exponentiell ansteigendes Verhalten annehmen
kdnnen.

! Nach Pierre-Simon Laplace, 1749 — 1827.
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Fiir beides ist die Fouriertransformation nicht gut geeignet. (Nicht abklingendes Verhalten kann
mit Hilfe von Distributionen beschrieben werden, aber auch diese missen sich nicht nur auf
die ferne Zukunft, sondern auch auf die ferne Vergangenheit beziehen.) Andererseits hat die
Fouriertransformation viele schdne und niitzliche Eigenschaften. Sie erlaubt es beispielsweise,
Problemstellungen, in denen (im , Zeitbereich") Ableitungen auftreten, in Problemstellungen,
in denen (im , Frequenzbereich®) nur Produkte auftreten, zu verwandeln, insbesondere also
Differentialgleichungen in algebraische Geichungen, die leicht gelost werden kénnen. Um diese
schonen Eigenschaften auch fiir Einschaltvorgdnge und nicht abklingende Signale nutzbar zu
machen, geht man von der Fouriertransformation aus, dndert sie aber in entscheidender Weise

ab.

Wir beginnen mit einer Funktion f : [0,00) — R, die ein zeitlich verdnderliches Signal darstellt.
Um die Fouriertransformation anwenden zu konnen, machen wir daraus eine auf ganz R (d.h.
fir alle Zeitpunkte t) definierte Funktion, deren Werte fiir t < 0 gleich 0 sind und fiir t > 0
mit f(t) Ubereinstimmen. Diese Funktion multiplizieren wir noch fiir ein ¢ € R mit e=“* und
erhalten so eine modifizierte Funktion, die wir h, nennen:

0 wenn ¢ < 0
ho () = { e 7t f(t) wennt > 0. (1.1)

Ist o > 0, so hat der Zusatzfaktor e=?" eine exponentiell dimpfende Wirkung. Generell gilt
nun, dass sich h, wunderbar fiir den Formalismus der Fouriertransformation eignet, wenn das
uneigentliche Integral
o
| el (12)
0

existiert. Fiir die meisten Anwendungen geniigt es, f als differenzierbar oder stiickweise stetig
differenzierbar anzunehmen, sodass f keine Unendlichkeitsstellen besitzt. Fiir welche Werte
von o das Integral existiert, hangt dann vom Verhalten von f fiir groBe Zeiten ab. Sehen wir
uns kurz ein paar Moglichkeiten an, die auftreten kénnen:

e Ist das gegebene Signal f beschrankt, so fillt h, im Unendlichen fiir jedes o > 0 expo-
nentiell ab, was zur Folge hat, dass das Integral (1.2) dann existiert. Das ist beispielsweise

der Fall fiir £(£) ~ sin(2¢) oder f() ~ S0

Verhalten fiir groBe ¢ kennzeichnen.)

. (Das Symbol ~ soll hier nur grob das

e Fillt f exponentiell ab, so darf o sogar negativ sein. Ist beispielsweise f(t) ~ ¢! oder
f(t) ~ cos(4t) e, so existiert das Integral (1.2) fiir alle 0 > —5.

e Aber auch wenn f im Unendlichen wie ein Polynom unbeschrankt anwachst, was bei-
spielsweise fiir f(t) ~ t5 oder f(t) ~ t%sin(5t) der Fall ist, existiert das Integral (1.2)
fir alle 0 > 0.

e [ darf sogar exponentiell anwachsen: Ist etwa f(t) ~ 3!, so existiert das Integral (1.2)
fir alle ¢ > 8, denn der Integrand verhilt sich dann im Unendlichen wie e~ ** mit
k=0 —8 >0, klingt also exponentiell ab.

e Klingt f wesentlich stirker als exponentiell ab, etwa wie f(t) ~ e~**, oder ist f(t) ab
einem bestimmten Zeitpunkt gleich 0, so existiert das Integral (1.2) sogar fiir beliebige
oceR.
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e Steigt hingegen f wesentlich stirker als exponentiell an, etwa wie f(t) ~ €', so exis-
tiert das Integral (1.2) fiir kein reelles o. Funktionen dieses Typs kdnnen nicht wie im
Folgenden behandelt werden.

Mit einem Wort: Fiir die meisten denkbaren Funktionen f, deren Auftreten man in Anwen-
dungen erwartet, besitzt h, eine Fouriertransformierte, sofern nur o groB genug gewahlt wird.
Fiir jeden noch groBeren Wert von o funktioniert dann alles noch besser. Fiir eine gegebene
Funktion f ist die Menge aller reellen Zahlen o, fiir die das Integral (1.2) existiert, entweder
leer (dann konnen die Methoden dieses Skriptums nicht auf f angewandt werden) oder ein
nach oben unbeschranktes Intervall. Besitzt dieses Intervall eine Untergrenze ¢, so wollen wir,
unabhingig davon, ob (1.2) fiir 0 = c existiert oder nicht, eine reelle Zahl o als zuldssig oder
als Element des zuldssigen Bereichs bezeichnen, wenn o > c ist, also die Untergrenze nicht
dazunehmen. Existiert (1.2) fiir alle reellen o, so ist der zul3ssige Bereich ganz R. Im Folgenden
wollen wir annehmen, dass ¢ im zuldssigen Bereich liegt, ohne das jedes Mal dazuzusagen.

Die Fouriertransformierte von h, ist durch

H,(w) = h T () dt = Terivtemat pydt = [ e @9 frya 1.3
@ = [ ethai= [Tt wa= [Teen ot a1

o0

gegeben. Mit ihrer Hilfe ldsst sich A, in der Form?

o0
ho(t) = i/ &9 I, (w) duw (1.4)
21 J_ o

als kontinuierliche Uberlagerung von harmonischen Schwingungen darstellen (wobei das In-
tegral an eventuell vorhandenen Sprungstellen nicht notwendigerweise den Funktionswert von
ho, sondern den Mittelwert aus links- und rechtsseitigem Grenzwert angibt, aber auf die Werte
an einzelnen Stellen soll es uns — wie auch im Fall der Fourieranalyse — nicht ankommen). Ist
f bekannt, so kann H, gemaB (1.3) berechnet werden. Ist umgekehrt H, bekannt, so kann h,
und damit f mit Hilfe von (1.4) zuriickgewonnen werden. In f und H,, steckt also die gleiche
Information. Ein mathematisches Problem, das fiir f formuliert ist (wie beispielsweise eine Dif-
ferentialgleichung, die f erfiillen soll), kann daher in ein Problem iibersetzt werden, das fiir H,,
formuliert ist. Wie wir noch sehen werden, bringt das groBe rechentechnische Vereinfachungen
und Erleichterungen mit sich3.

Wir betrachten nun (1.3) unter einem leicht veranderten Blickwinkel. Dort tritt im Exponenten
der Koeffizient o 4+ jw auf. Das motiviert, die vorgegebene Konstante ¢ und die Variable w
in der Form

s=0+4+jw (1.5)
zu einer komplexen Variable mit Realteil o und Imaginarteil w zusammenzufassen. Fiir jede
Wahl von s (mit o = Re(s) im zuldssigen Bereich und w = Im(s) beliebig) fassen wir H,(w)
als Funktionswert einer Funktion F' in der komplexen Variable s auf:

F(s)=F(o+jw) = H,(w). (1.6)

2 Hier wurde in (1.3) die Fouriertransformation und in (1.4) die inverse Fouriertransformation angewandt.
Siehe dazu das Skriptum Fouriertransformation: Einfiihrung.

3 Wir werden die Grundlagen dazu in diesem Skriptum vorstellen und die Vorteile, die der Formalismus
beim Problemldsen bringt, dann vor allem im Nachfolgeskriptum Laplacetransformation: Beispiele auskosten.
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Mit (1.3) folgt dann die Berechnungsvorschrift

F(s)=F(o+jw)=H,(w) = /000 e_(”+j“’)tf(t) dt = /OOO e S f(t)dt.  (1.7)

Wir nennen F' die Laplacetransformierte von f.

Leider ist es iiblich, fiir die Laplacetransformierte von f den gleichen Funktions-
namen F' zu verwenden wie fiir die Fouriertransformierte von f. Man muss also
immer aus dem Kontext erschlieBen, ob mit I’ die Fouriertransformierte oder die
Laplacetransformierte von f gemeint ist. In diesem Skriptum ist immer Letzteres
der Fall, mit der einzigen Ausnahme, dass H, die Fouriertransformierte von h,, ist.
Diese Mehrdeutigkeit der Bezeichnung wird dadurch abgemildert, dass die Variable
der Fouriertransformierten meist mit w bezeichnet wird und jene der Laplacetrans-
formierten mit s. Wenn es F'(w) heiBt, ist die Fouriertransformierte gemeint, wenn
Sie F'(s) lesen, so ist die Laplacetransformierte gemeint.

Die Laplacetransformierte F' von f ist eine Funktion F': M — C, wobei M C C aus allen
komplexen Zahlen s = o + j w besteht, fiir die o im zuldssigen Bereich liegt. Mit der Existenz
von (1.2) ist auch gewahrleistet, dass das Integral in (1.3) fiir alle w existiert. Ist der zuldssige
Bereich fiir 0 ganz R, so ist M = C. Hat der zul3ssige Bereich fiir o eine Untergrenze ¢, so
ist M eine Halbebene in der komplexen Ebene. Sie wird begrenzt durch jene zur imaginaren
Achse parallele Gerade, deren Punkte den Realteil ¢ haben. Alles ,,rechts” von dieser Geraden
gehort zu M, d.h. M ist die Menge aller komplexen Zahlen s, fiir die Re(s) > ¢ gilt. Wir
wollen M den zuldssigen Bereich fiir s nennen.

Die Abbildung, die einer gegebenen Funktion f ihre Laplacetransformierte F' zuordnet, also
f — F, heiBt Laplacetransformation und wird mit dem Buchstaben £ bezeichnet. Anstelle
von F' kdnnen wir daher fiir die Laplacetransformierte von f auch L(f) schreiben. Anstel-
le von F'(s) heiBt es dann (L£(f))(s) oder kiirzer L£(f)(s). Manchmal wird stattdessen die
Schreibweise

L[f(t)] fur F und LI[f(t)](s) fir F(s) (1.8)

verwendet. Um das mogliche Missverstandnis zu vermeiden, £ wiirde auf einen Funktionswert
f(t) wirken, werden hier eckige Klammern statt runder gemacht. Dabei steht [f(t)] fiir die
Funktion f als Ganzes (reprasentiert durch einen Funktionsterm), nicht fiir den Funktionswert
an der Stelle ¢. In dieser Schreibweise nimmt (1.7) die Form

LUW) () = LD (0 +jw) = Ho(w) = / o () it = / Tty de (19)

an. Eine weitere, in der Praxis oft genutzte Schreibweise, in der beide Variablenbezeichnungen
t (fir f) und s (fiir F) vorkommen, die aber ebenfalls die Funktionen als Ganzes meint, sieht
SO aus:

f(t) o—e F(s). (1.10)
Auf der rechten Seite steht ein Funktionsterm fiir die Laplacetransformierte jener Funktion,
die durch den Funktionsterm auf der linken Seite angegeben ist.
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Leider verwendet man hier das gleiche Korrespondenzsymbol wie fiir die Fou-
riertransformation, sodass man aus dem Zusammenhang erschlieBen muss, ob mit
o—e die Fouriertransformation oder die Laplacetransformation gemeint ist. In
diesem Skriptum ist immer Letzteres der Fall.

Sehen wir uns ein konkretes Beispiel fiir die Berechnung der Laplacetransformierten an:
Als Beispiel betrachten wir die fiir ¢ > 0 definierte Funktion f(t) = sin(t)

und berechnen ihre Laplacetransformierte gemdB (1.7), wobei wir die Darstellung
sin(t) = —% (e/" — /") der Sinusfunktion verwenden:

F(s) :/ e " sin(t) dt = —‘l/ e st (ejt — e_jt) dt =
0 0

2
= —1/ e<s+j>tdt+l/ et gt = (1.11)
2 Jo 2 Jo
. j 6(7S+j)t o0 ] 6(757j)t o0
T2 —s4j =0 2 —s—7j li=0

An dieser Stelle miissen wir bedenken, dass s = o + j w ist und daher e(=sENt —

e 7tel (ZwEt st o > 0, so strebt e im Unendlichen gegen 0 (ansonsten
nicht), und da der Betrag von ¢/ (=“*1)* gleich 1 ist, strebt dann auch (=%
im Unendlichen gegen 0, womit der zuldssige Bereich fiir o als Menge aller o mit
o > 0, also als das Intervall (0, 00), bestimmt ist. Somit bekommen wir in (1.11)
nur Beitrage von der unteren Integralgrenze t = 0 und setzen die Rechnung fort:

j 6(7S+j)t o0 j 6(757j)t [o¢]

F —= —=
(5) 2 —s+3 t:0+2 —s—7 lt=0
= gt g1 = 1 (1.12)
2 —s+j 2 -—-s—j s2+41° '
Daher konnen wir als Ergebnis notieren:
in(t) ! (1.13)
sin o—e : :
s24+1
Ein zweites Beispiel ist die Beziehung
1
1 o—e —, (1.14)
s

die ebenfalls direkt aus (1.7) folgt (Ubungsaufgabe). Auch in diesem Fall ist der
zulassige Bereich fiir o das Intervall (0, 00). Der zulassige Bereich fiir s ist daher die
Menge aller komplexen Zahlen mit positivem Realteil (also die Halbebene , rechts”
von der imaginadren Achse).

Zuriick zur allgemeinen Theorie: Beide Funktionen f und F' beinhalten, wie wir bereits wis-
sen, die gleiche Information. Daher ist die Laplacetransformation umkehrbar. Die Abbildung
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F +— f heiBt inverse Laplacetransformation oder Riicktransformation und wird mit £}
bezeichnet. Anstelle von f kdnnen wir daher £7!(F') schreiben, und statt f(¢) heiBt es dann
(L7Y(F))(t) oder kiirzer L~*(F)(t). Unter Verwendung eines Funktionsterms F'(s) schreibt
man auch £~ [F(s)] fiir die inverse Laplacetransformierte von F und £7! [F'(s)] (¢) fiir den
Wert dieser inversen Laplacetransformierten an der Stelle ¢.

Die Wirkung der inversen Laplacetransformation folgt direkt aus (1.4): Fiir ¢t > 0 gilt

e 7 f(t) = ho(t) = L /OO /! Hy(w) dw L[ e Fo+ jw)dw, (1.15)

2 J_ " or s

woraus sich fiir ¢ > 0

f(®) 1/we(”+jw)tF(a+jw)dw (1.16)

" or

—00

ergibt*. Mit Hilfe dieser Beziehung wird f zuriickgewonnen, wenn F bekannt ist®>. Dabei kann
auf der rechten Seite jeder zuldssige Wert von o verwendet werden. Hoppla — da stellt sich die
Frage, woran man erkennt, welche Werte fiir o zulassig sind, wenn zwar F' bekannt ist, f aber
noch gar nicht berechnet wurde! Die Antwort: Bei praktisch jeder in der Praxis auftretenden
Laplacetransformierten handelt es sich um eine Funktion, die durch einen Term in der Variable
s gegeben ist, der aber nicht fiir jedes komplexe s definiert ist. (Wie wir noch sehen werden,
ist F' in vielen Fallen eine rationale Funktion, d.h. ein Quotient von Polynomen in der Variable
s. Ist ein solcher Quotient soweit gekiirzt wie moglich, dann ist er iiberall dort, wo der Nenner
gleich 0 ist, nicht definiert.) Es gibt dann eine kleinste reelle Zahl ¢ mit der Eigenschaft, dass
F(o + jw) fiir jedes o > ¢ und fiir jedes w € R definiert ist. Jedes o > c ist dann zul3ssig.
Der zulassige Bereich fiir s (den wir oben allgemein mit M bezeichnet haben) ist die Menge
aller komplexen Zahlen, deren Realteil groBer als ¢ ist. Das entspricht in der komplexen Ebene
der Menge (Halbebene) aller Punkte , rechts” von der Geraden Re(s) = c¢. Jeder Punkt auf
der reellen Achse, der in dieser Halbebene liegt, entspricht einem zulassigen ¢ und kann in
(1.16) verwendet werden, um f zu berechnen.

Hier ein Beispiel: Ist bekannt, dass

1
F(s) s2+1
“Fiir t < 0 ist das Integral in (1.16) gleich 0, da h,(t) = 0 fiir t < 0, siehe (1.1).
5 Eine kleine Einschrinkung ist zu machen, wenn f Sprungstellen besitzt. Dann gibt (1.16) an diesen Stellen
den Mittelwert aus links- und rechtsseitigem Grenzwert von f an, wie wir das ja schon von den Fourierreihen
und von der Fouriertransformation kennen. Auf Werte an einzelnen Stellen soll es uns nicht ankommen, und in
den meisten Anwendungen ist f ohnehin stetig. Ist f(0) # 0, was bedeutet, dass h,(t) zur Zeit t = 0 abrupt
auf einen Wert # 0 springt, so liest man (1.16) am besten als rechtsseitigen Grenzwert. Dazu ersetzt man im
Integranden t durch ¢ + ¢ fiir ein kleines € > 0 und l3sst nach der Integration ¢ gegen 0 streben. Mit dieser
kleinen Modifikation ist sichergestellt, dass (1.16) stets auch fiir ¢ = 0 den korrekten Wert angibt. AuBerdem
ist das Integral in (1.16) fiir manche Funktionen F' als Grenzwert des Integrals von —L bis L fiir L — oo zu
lesen. Aber das sind Feinheiten, die nur der Veredelung dienen.

(1.17)
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gilt (wir wissen sogar, von welcher Funktion F' die Laplacetransformierte ist, siehe
(1.13), aber das ist fiir dieses Beispiel irrelevant), so besteht der einzig mogliche
Grund, dass F'(s) fiir irgendwelche Werte von s nicht existieren kdnnte, darin, dass
der Nenner gleich 0 ist. Die Gleichung s? + 1 = 0 besitzt iiber C die Lésungen
+7. An diesen beiden Stellen ist F' nicht definiert. Sie liegen auf der imaginaren
Achse, die folglich die Begrenzungsgerade des zuladssigen Bereichs fiir s ist. Daher
ist jedes s mit Re(s) > 0 zulissig.

Man kann den gleichen Sachverhalt auch durch die reellen Variablen ¢ und w
ausdriicken: Die komplexe Zahl s = j entspricht ¢ = 0 und w = 1. Die komplexe
Zahl s = —j entspricht ¢ = 0 und w = —1. Die Punkte, die diesen Zahlen
entsprechen, haben die Koordinaten (0, £1). Das einzige Problem mit I besteht
demnach an zwei Punkten, fiir die beide 0 = 0 gilt. Daher ist der zulassige Bereich
fiir o durch o > 0 gegeben.

Diesen Aspekt kénnen wir auch vom Standpunkt des fritheren Ergebnisses (1.13)
betrachten: Das Integral in der ersten Zeile von (1.11), durch das F'(s) dargestellt
wird, existiert nur fiir s mit o = Re(s) > 0. Daher iiberrascht es nicht, dass die
rechte Seite von (1.13) an den komplexen Stellen s = 5 (fiir die 0 = Re(s) =0
gilt) nicht definiert ist. Vom theoretischen Standpunkt interessant wird es, wenn
wir komplexe Zahlen s mit ¢ = Re(s) < 0 betrachten. Fiir diese existiert das
Integral in der ersten Zeile von (1.11) nicht (der Betrag der Integranden ist ja dann
gleich e sin(t) mit kK = —o = |o| > 0), aber die rechte Seite von (1.13) existiert
sehr wohl! Wie ist das moglich? Ganz einfach: F' ist ja eine Funktion M — C,
wobei M die ,,rechte” Halbebene in der komplexen Ebene bezeichnet. Daher stellt

die Laplacetransformierte nur fiir die zulassigen Werte

der Ergebnist
er Ergebnisterm o

von s dar. Nicht-zuldssige Werte von s (also Werte mit Re(s) < 0) liegen gar
nicht im Definitionsbereich der Laplacetransformierten! Sie sind also — wenn man
so will — fiir die Laplacetransformierte irrelevant®. Man kann sich auch durch
explizite Berechnung des Integrals (1.16) fiir ¢ > 0 davon iiberzeugen, dass die
Riicktransformation fiir nicht-zulassige Werte von o nicht funktioniert: Fiir o = 0
existiert das Integral (1.16) mit (1.17) nicht, und wird in (1.16) mit (1.17) ein
Wert o < 0 verwendet, so ist das Ergebnis nicht f(¢), also sin(¢), sondern 0. In
diesem Sinn ist auch (1.17) zu interpretieren, selbst wenn man f gar nicht kennen
wiirde: Der Ausdruck stellt die Laplacetransformierte einer Funktion f nur fiir die
zuldssigen Werte von s dar.

In der Regel wird in Beziehungen wie (1.17) oder in Korrespondenzen wie (1.13) auf die
Angabe des zuldssigen Bereichs verzichtet, aber wir merken uns, was uns das Beispiel (1.17)
gezeigt hat: Ein Term, von dem es heiBt, er stelle eine Laplacetransformierte dar, tut das nur
fiir Werte von s mit geniigend groBem Realteil.

6 Man nennt den Term 1 der fiir alle komplexen s # +j definiert ist, die ,,analytische Fortsetzung"

4 52’
der Laplacetransformierten. Die Laplacetransformierte selbst stellt er nur auf dem zuldssigen Bereich M dar.
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Die Wirkung der inversen Laplacetransformation wird in Lehrbiichern meist in einer anderen
Form als (1.16) angeschrieben:

o+j oo

F(t) = —QJ—W et F(s)ds. (1.18)

o—7 00

Sie sieht ungewdhnlich aus, besagt aber dasselbe wie (1.16). Die folgende Begriindung kénnen
Sie liberspringen, ohne etwas, das im Folgenden bendtigt wird, zu versdumen.

Begriindung: Was ist mit (1.18) gemeint? Dazu betrachten wir zunéchst (1.16).
Dort erstreckt sich das Integral iiber alle reellen Werte von w. Hinsichtlich der
komplexen Variable s = o + j w spielt w die Rolle des Imaginarteils. Die Menge
aller komplexen Zahlen mit fix vorgegebenem o, aber beliebigem w, ist eine zur
imaginaren Achse parallele Gerade, deren Punkte alle den Realteil o haben, und
die wir T';, nennen wollen (sie liegt ganz im zulassigen Bereich). In diesem Sinn ist
(1.16) ein Integral iiber I',. Will man s formal als Integrationsvariable benutzen,
so muss man ds = j dw setzen, also dw = —7j ds. Hier tritt der Realteil o nicht
auf, da er ja einen fix vorgegebenen Wert hat und sich nicht dndert (do = 0). Nun
miissen wir noch irgendwie kennzeichnen, dass s nicht iiber die reelle Achse lauft,
sondern iiber die Gerade I',, und das geschieht durch die Schreibweise in (1.18).
Eine andere Variante, dies anzuschreiben, ist

f(t) = —% A ¢! F(s)ds. (1.19)

Nachdem wir nun die Laplacetransformation und ihre Inverse definiert haben, ist es wichtig,
sich gleich zu Beginn vor Augen zu halten, dass sie in der Regel fiir etwas andere Zwecke
eingesetzt wird als die Fouriertransformation:

e Bei der Fouriertransformation F besteht die Hauptmotivation darin, ein gegebenes Signal
als Uberlagerung von harmonischen Schwingungen darzustellen. Daher ist der eigentli-
che Ausgangspunkt der Fourieranalyse die inverse Fouriertransformation 7!, die diese
Uberlagerung zum Ausdruck bringt. Die Berechnung der Fouriertransformierten wird
durchgefiihrt, um das Frequenzspektrum des Signals zu ermitteln. Manchmal mochte
man auch wissen, zu welchem Signal ein vorgegebenes Frequenzspektrum fiihrt, und
vertauscht die Rollen von F und F~!. Sowohl F als auch F~! spielen eine in etwa
gleich wichtige Rolle.

e Bei der Laplacetransformation hat man ein anderes Interesse. Hier geht es darum, ein
fiir ein Signal f formuliertes Problem (meist eine Differentialgleichung mit gegebenen
Anfangswerten) in ein Problem fiir die Laplacetransformierte F' zu iibersetzen, das leich-
ter l6sbar ist. Die inverse Laplacetransformation dient dann lediglich dazu, das Ergebnis
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wieder in die urspriingliche Formulierung zu libersetzen”. (Daher die Bezeichnung ,, Riick-
transformation”.) Sie wird nicht in einer der inversen Fouriertransformation vergleich-
baren Weise , physikalisch” gedeutet®, und man kommt selten auf die Idee, irgendeine
Laplacetransformierte nach Gutdiinken vorzugeben und zu fragen, welches Signal sie
darstellt.

Zu dieser veranderten Interessenslage kommen noch zwei Umstadnde hinzu, die eine praktische
Bedeutung haben:

e Fiir sehr viele Signaltypen, die man als Losungen von Anwendungsproblemen erwar-
ten kann, sind die zugehorigen Laplacetransformierten recht einfache ,,analytische Aus-
driicke"; in der Mehrzahl sind es, wie bereits erwahnt, rationale Funktionen (also Quoti-
enten von Polynomen), eventuell zusammen mit Exponentialfunktionen, in der komple-
xen Variable s. Typische Beispiele fiir rationale Funktionen sind (1.17) oder

1 25+ 3

F(s)=- und F(s) =

- CEE (1.20)

Dass s eine komplexe Variable ist, ist bei solchen Funktionstermen nur dann bedeutsam,
wenn man den zuldssigen Bereich fiir s herausfinden will, der fiir die Riicktransformation
(1.16) bzw. (1.18) wichtig ist. Das wurde oben anhand des Beispiels (1.17) vorgefiihrt.
Man kann es genauso fiir die Beispiele in (1.20) machen: Fiir das erste muss Re(s) > 0
sein, fiir das zweite muss Re(s) > —4 sein (Ubungsaufgabe).

e In der Praxis werden die Laplacetransformation und ihre Inverse mit Hilfe sogenann-
ter Korrespondenztabellen, d.h. Listen von Paaren (Funktion, Laplacetransformierte)
durchgefiihrt. Sie umfassen die typischen Funktionen, deren Laplacetransformierte man
bendtigt, und die typischen Laplacetransformierten, die man riicktransformieren mochte.
Eine solche Tabelle finden Sie auch im Anhang dieses Skriptums, eine umfangreichere
im Anhang des Nachfolgeskriptums. Mit derartigen Tabellen, erganzt durch eine Rei-
he von Rechenregeln, die die wichtigsten Eigenschaften der Laplacetransformation aus-
driicken und im Abschnitt 2 besprochen werden, und einigen speziellen Rechentech-
niken® findet man in der Regel das Auslangen. Dabei kommt uns entgegen, dass die
Riicktransformation — wie erwahnt — in den meisten Fallen nur fiir rationale Funktionen
durchgefiihrt werden muss. Hat man im Zuge einer Problemldsung die Laplacetrans-
formierte F' des gesuchten Signals ermittelt, so besteht eine gute Chance, sie in der
Korrespondenztabelle (gegebenenfalls unter Zuhilfenahme einer einfachen Rechenregel)
zu finden, womit man auch einen Term f(¢) fiir das Signal gefunden hat. Daher werden
die Formeln (1.7) und (1.16) bzw. (1.18) in der Praxis selten benstigt’®, und man muss
sich auch nicht um den zulassigen Bereich fiir s bzw. o kiimmern.

7 Auch die Fouriertransformation erlaubt ein solches Vorgehen (Ubersetzung eines Problems vom Zeit- in
den Frequenzbereich — Lésung des Problems im Frequenzbereich — Riickiibersetzung in den Zeitbereich),
aber es steht dort nicht so im Vordergrund wie bei der Laplacetransformation.

8 Es wird ihnen auch aufgefallen sein, dass zwischen der Laplacetransformation und ihrer Inversen nicht
mehr eine so schdne (fast perfekte) Symmetrie wie zwischen der Fouriertransformation und ihrer Inversen
besteht.

9Vor allem die sogenannte Partialbruchzerlegung, auf die im Nachfolgeskriptum eingegangen wird.

010 manchen Lehrbiichern ist nicht einmal eine Formel fiir die Riicktransformation angegeben!
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Die typische Anwendung der Laplacetransformation und ihrer Inversen besteht also in der
Praxis nicht darin, Integrale auszurechnen, sondern mit Korrespondenztabellen zu arbeiten
(bzw. sich auch diese Arbeit von einem geeigneten Computerprogramm abnehmen zu lassen).

Ein weiterer, quasi atmospharischer Aspekt besteht darin, dass man im Zusammenhang mit
der Laplacetransformation weniger mit komplexen Zahlen konfrontiert ist als beim Arbeiten
mit der Fouriertransformation (wo man ja schon durch die Faktoren e*/“? in den Transfor-
mationsformeln auf die komplexen Zahlen gestoBen wird). Da die Laplacetransformation vor
allem dazu dient, physikalisch realistische Signale zu ermitteln, ist in aller Regel eine reell-
wertige Funktion f gesucht. (Daher haben wir diesen Abschnitt ja auch mit einer Funktion
f :]0,00) = R begonnen.) Schreibt man (1.7) nur unter Verwendung der Variable s an, also
in der Form

F(s) = /OO et f(t) dt, (1.21)

0
so ist — wenn man es nicht aufgrund der Theorie besser wiisste — kein Bezug zu komplexen
Zahlen erkennbar. Obwohl s in Wahrheit eine komplexe Variable ist, sieht man das den in
Anwendungen auftretenden Termen F'(s) von Laplacetransformierten — wie (1.17) und (1.20)
— nicht an. In der Praxis kommt bei einer Problemlosung mit Hilfe der Laplacetransformation

selten ein j vorll.

Bei der Anwendung der Laplacetransformation wird eine dhnliche Sprechweise wie bei den
Fourierreihen und der Fouriertransformation verwendet: Das Signal f wird dem Zeitbereich
zugeordnet, seine Laplacetransformierte £” dem Bildbereich (Frequenzbereich). Daher wird
f als Zeitfunktion (auch Originalfunktion oder Zeitsignal) und F' als Bildfunktion be-
zeichnet. Die typische Anwendung der Laplacetransformation besteht in dieser Sprechweise
darin, eine Problemstellung vom Zeitbereich in den Bildbereich zu iibersetzen, dort zu I6sen
und die Losung in den Zeitbereich zurlickzutransformieren.

Dariiber hinaus hilft uns die Laplacetransformation, Signale, ihre Beziehungen und techni-
schen Manipulationen besser zu verstehen und handzuhaben, indem sie deren mathematische
und sprachliche Beschreibung, die zunachst dem Zeitbereich zugehdrig ist, in eine entspre-
chende, oft wesentlich einfachere mathematische und sprachliche Beschreibung im Bildbereich
libersetzt.

Um diese Ubersetzung — sowohl auf einer grundlegenden theoretischen Ebene als auch anhand
konkreter Funktionen — wird es in den verbleibenden Abschnitten dieses Skriptums gehen.

' Will man wirklich einmal die Laplacetransformierte einer komplexwertigen Funktion berechnen, so kann
man das ohne Weiteres tun, entweder indem man sie in (1.7) einsetzt oder indem man sie in Real- und
Imagindrteil zerlegt und beide Teile getrennt transformiert.
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2 Eigenschaften der Laplacetransformation

Es gibt nun eine Reihe von Rechenregeln,

e die es einerseits erlauben, aus den Laplacetransformierten einiger weniger Funktionen
die Laplacetransformierten zahlreicher weiterer Funktionen zu ermitteln (hnlich wie das
auch bei der Fouriertransformation der Fall war12),

e und die andererseits allgemeine Ubersetzungsregeln fiir Eigenschaften und Beziehungen
von Signalen zwischen Zeit- und Bildbereich darstellen.

Im Folgenden stellen wir diese Regeln — in einigen Fallen mit kurzen Beweisen, bei denen wir
die Berechnungsvorschrift (1.7) fiir die Laplacetransformierte benutzen, garniert mit ein paar
Anwendungsbeispielen — vor. Dabei wird es gehen um:

» Linearitat

» Verschiebungssatze:
— erster Verschiebungssatz (Verschiebung im Bildbereich = Dampfungssatz)
— zweiter Verschiebungssatz (Verschiebung im Zeitbereich), in zwei Teilen:

Verschiebung in die Zukunft, Verschiebung in die Vergangenheit

» Ahnlichkeitssatz (Reskalierung im Argument)

» Ableitungsregeln (Ableitung der Zeitfunktion, Ableitung der Bildfunktion)

» Integrale (Integral im Zeitbereich, Integral im Bildbereich)

» Produkt und Faltung (zwei Faltungssatze)

» Grenzwertsatz

» Periodische Zeitfunktion

Wir beginnen mit der einfachsten Rechenregel, der

» Linearitat

Sind F' und G die Laplacetransformierten von f und g, so gilt (fiir beliebiges ¢ € R)

ft)+gt) o—e  F(s)+ G(s) (2.1)
cf(t) o—e  cF(s).

Beweis: Linearitat des Integrals (,,Das Integral einer Summe ist die Summe der Integrale” und
,Das Integral des c-fachen ist das c-fache des Integrals").

Beispiel 1: Mit (2.1) schlieBen wir aus (1.13) und (1.14)

1 1
—-. 2.3
32+1+3 (2.3)

sin(t) +1 o—e

12 Siehe das Skriptum Fouriertransformation: Einfiihrung.
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Beispiel 2: Mit (2.2) schlieBen wir aus (1.13)

5
5 sin(t — : 2.4
sin(t) o—e (2.4)
Beispiel 3: Die beiden vorigen Beispiele kénnen wir verallgemeinern zu
in(t) +b 4 b (2.5)
a sin o—e - :
s24+1 s

fiir beliebige a,b € R.

» Verschiebungssatze

Ahnlich wie bei der Fouriertransformation gelten auch fiir die Laplacetransformation zwei
Verschiebungssatze.

Der erste Verschiebungssatz (Verschiebung im Bildbereich, auch Dampfungssatz) be-
sagt: Ist F' die Laplacetransformierte von f, so gilt fiir jedes a € R

e ' f(t) o—e F(s+a). (2.6)

Beweis:

/ et () di = / T (1) di = F(s + a). (27)
0 0

(Trotz der Bezeichnung des Satzes handelt es sich natiirlich nur fiir a > 0 um eine Dampfung
des Zeitsignals.)

Beispiel: Mit (1.13) und (2.6) folgt sofort

1 1

“tsin(t) o— = .
e sin(t) o—e (s+1)2+1 s24+2s5+2

(2.8)

Die Funktion ¢ — e~* sin(t) ist insofern wichtig, als sie den (um physikalische
Konstanten bereinigten) Paradefall einer gedampften Schwingung darstellt.

Der zweite Verschiebungssatz (Verschiebung im Zeitbereich) besteht aus zwei Teilen.
Beim ersten Teil wird das Zeitsignal f um a > 0 in die Zukunft verschoben, was einer Verschie-
bung des Graphen von f nach rechts entspricht. Dabei stoBt man sofort auf das Problem, dass
f(t) fiir negative t gar nicht definiert ist. Bei der Verschiebung wird nun so getan, als ware f(¢)
fiir negative t gleich 0. Formal wird das am einfachsten mit Hilfe der Heavisideschen Stufen-
funktion 6 bewerkstelligt, die uns bereits in den Skripten zur Fouriertransformation begegnet
ist. Sie ist definiert durch

o(t) =

{ 0 wennt <0 (2.9)

1 wennt >0
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(0 0(1-2) f(t-2)
0.4 0.4
0.3f 0.3f
0.2} 0.2f
0.1 0.1F
. . v — SR ) : L .
1 V 4 5 s ! i 1 !
—0.1f —0.1}

Abbildung 1: Der Ubergang von der Funktion f zur Funktion ¢ — f(t — a) fur ein
a > 0 entspricht einer Verschiebung des Graphen von f um a nach rechts. Im ersten
Teil des zweiten Verschiebungssatzes (2.10) fiihrt man eine solche Verschiebung durch,
und da f(¢) nur fiir ¢ > 0 definiert ist, wird zusatzlich festgelegt, dass die verschobene
Funktion im Intervall [0, a) gleich O sein soll. Insgesamt wird sie fiir alle ¢ > 0 durch
t — O(t — a) f(t — a) dargestellt. Das ist eine natiirliche Definition, wenn man f als
Signal auffasst, das vor dem Einschaltzeitpunkt ¢ = 0 gleich 0 ist. Die Abbildung zeigt
ein Beispiel fir a = 2.

und wird auch oft mit dem Symbol u (fiir unit step function) bezeichnet. Mit ihrer Hilfe for-
mulieren wir den ersten Teil des zweiten Verschiebungssatzes: Ist I’ die Laplacetransformierte
von f, so gilt fiir jedes a > 0

O(t—a)f(t—a) o—e e *F(s). (2.10)

Da f als Signal gedeutet werden kann, das zur Zeit 0 , eingeschaltet” wird (und davor gleich 0
ist), stellt die auf [0, c0) definierte Funktion t — 6(t — a) f(t — a) ein Signal dar, das zur Zeit
a ,eingeschaltet” wird!®, davor gleich 0 ist und ab ¢t = a dem Signal f mit Zeitverzégerung a
hinterherlauft, sich aber ansonsten genauso verhilt. (Abbildung 1 zeigt ein Beispiel fiir a = 2.)
Wichtig dabei ist, dass a > 0 ist.

Beweis von (2.10):
/ et Ot — a) f(t — a) dt Variablensubstitution ¢ =7 +a
0

= /00 e (T1a) O(r) f(r)dr = /000 g8 (Tta) f(r)dr = (2.11)

a

=e *° /000 e T f(r)dr = e *° F(s).

13 Dje Beschreibung von Einschaltvorgingen mit Hilfe der Heavisideschen Stufenfunktion wurde im Skriptum
Fouriertransformation: Beispiele ausfiihrlich diskutiert.
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Der zweite Teil des zweiten Verschiebungssatzes beschreibt eine Verschiebung des Zeitsignals
um a > 0 in die Vergangenheit. Hier miissen wir noch mehr aufpassen, denn durch diese
Verschiebung (die der Verschiebung des Graphen von f nach links entspricht) wird ein Teil
von [, weggezwickt"”. SchlieBlich muss ja auch das verschobene Signal (wie alle Funktionen,
von denen wir die Laplacetransformierte bilden) auf [0, c0) definiert sein, nicht auf [—a, o).
Das fiihrt nur dann auf einen konsistenten Verschiebungssatz, wenn f in jenem Teil seines
Definitionsbereichs, der abgeschnitten wird, gleich 0 ist. (Abbildung 2 zeigt ein Beispiel fiir
a=2.)

G f(t+2)

1.0r 1.0}

o . /\/\/\/\/\IM [\[\[\/\/\/\/\m

-0.5¢

Abbildung 2: Um den Graphen einer auf [0, c0) definierten Funktion f ohne Informati-
onsverlust fiir ein @ > 0 um a nach links (in die Vergangenheit) verschieben zu kdnnen,
also um von der Funktion f zur Funktion t — f(t+a) iibergehen zu kdnnen, muss f im
Intervall [0,a) gleich O sein. Nur fiir solche Funktionen gilt der zweite Teil des zweiten
Verschiebungssatzes (2.12). Die Abbildung zeigt ein Beispiel fiir a = 2.

Der zweite Teil des zweiten Verschiebungssatzes ist also nur mit einer Zusatzbedingung giiltig:
Ist F' die Laplacetransformierte von f, ist weiters a > 0, und ist zusatzlich die Bedingung
f(t) =0 fiir 0 <t < a erfiillt, dann gilt**

f(t+a) o—e e F(s). (2.12)

Dabei ist die linke Seite als jene Funktion zu verstehen, die fiir t > 0 gleich f(t+a), firt <0
aber gar nicht definiert ist. Den Beweis sparen wir uns — er verlauft ganz dhnlich wie jener des
ersten Teils.

14 Achtung: Auf manchen Webseiten finden Sie die Beziehung f(t + a) o—e €% F(s) fir a > 0 ohne
weiteren Kommentar. Ohne die obige Zusatzbedingung, dass die Werte von f(t) im Intervall [0,a) gleich 0
sein miissen, ist das nicht korrekt! Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ist die Funktion s — e®* F'(s) nicht die
Laplacetransformierte einer Zeitfunktion! Das ist auch vom theoretischen Standpunkt interessant: Nicht jede
Funktion von s, die man einfach so hinschreibt, ist eine Laplacetransformierte! Fiir die Laplacetransformierte
einer Zeitfunktion f muss ja gelten, dass das Integral in (1.16) fiir negative ¢ gleich 0 ist (siehe FuBnote 4),
und das kann schnell einmal verletzt sein, wenn man sich irgendeine Funktion F' ausdenkt.
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» Ahnlichkeitssatz (Reskalierung im Argument)
Ist F die Laplacetransformierte von f, so gilt fiir jedes b > 0 der Ahnlichkeitssatz

1 s
fb1) o—e +F (5> . (2.13)
Beweis:
/OO et F(bt) di = Variablensubsticution t=r1/b /°° J— 1) ﬁ _ lF (f) |
0 0 b b b

(2.14)
1 1 .
Wird b durch — ersetzt und danach (2.2) mit ¢ = 7 angewandt, so kann man den Ahnlichkeitssatz
(2.13) auch (fiir b > 0) in der Form

y (2) o—e F(bs) (2.15)

schreiben.

Beispiel: Aus (1.13) und (2.13) mit b = v folgt sofort fiir v > 0

1 1
sin(vt) o—e -7 (2.16)
14

(2) +1 =
1%

und daher (nach Anwendung von (2.2) mit ¢ = <, was der Division beider Seiten

durch v entspricht)
1

I
” sin(vt) o—e 2 (2.17)
Die Korrespondenzen (2.16) und (2.17) gelten sogar fiir beliebige v # 0 (was sich
fir (2.16) durch Anwendung von (2.2) mit ¢ = —1 ergibt, d.h. durch Multiplikation
beider Seiten mit —1, und fiir (2.17), weil sich beide Seiten durch die Ersetzung
v — —v nicht dndern). Klarerweise gilt (2.16) auch fiir v = 0, sofern man den
ersten Term auf der rechten Seite auBer Betracht lasst.

1
s2+9
ermittelt werden, so kann man (2.17) mit v = 3 verwenden und findet als Zeitsignal
f(t) = 5sin(3¢). Eine andere Moglichkeit, die fiir sich genommen recht lehrreich
ist, besteht darin, den gegebenen Term umzuformen

SRS (2.18)
s*+9 9 /s
(5) +

Soll nun etwa die Zeitfunktion f aus ihrer Laplacetransformierten F'(s) =
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Mit (1.13) und dem Ahnlichkeitssatz (2.15) fiir b = % findet man

1
3sin(3t) o—e —— — (2.19)

()
3
und daraus (nach Division beider Seiten durch 9)

1 1 1

— 5 = — ) (2.20)
9 (f) 1 s“+9

3

1
g Sil’l(?) t) o—e

Wie auch immer man es macht — das Zeitsignal ist f(t) = 3 sin(31¢).

Mit den bisher angegebenen Regeln lasst sich schon eine beachtliche Menge an (inversen)
Laplacetransformierten ermitteln.

So folgt beispielsweise nach Anwendung des Verschiebungssatzes (2.6) auf (2.16)
sogleich mit
v v

e o _ 2.21
e “"sin(vt) o—e (s+a)2+v? s2+2as+a?+ 12 221)

die Laplacetransformierte einer weitgehend allgemeinen gedampften Schwingung?!®.
Die Beziehung (2.8) ist nun nur noch ein Spezialfall von (2.21) fir v = a = 1.

Man kann nun versuchen, aus (2.21) die inverse Laplacetransformierte einer Funk-

tion, die in der Form .

S'_)s2+2as+d (222)
mit a,d € R angegeben ist, zu bestimmen. Dazu kann der Nenner der rechten
Seite von (2.21) in der Form s®+ 2 a s+ d geschrieben werden, indem a? + 1% = d
gesetzt wird. Da v in (2.21) reell und damit v? > 0 ist, funktioniert das nur, wenn
d — a? > 0 ist. Wir verlangen dariiber hinaus d — a? > 0, damit v # 0 ist. Nach
Division von (2.21) durch v kdnnen wir dann schreiben

_ae Sin(vt) 1
‘ v T 2 t2as+d’ (2.23)
wobei auf der linken Seite v durch a und d ausgedriickt werden muss. Welcher der
beiden moglichen Ausdriicke =v/d — a? fiir v eingesetzt wird, ist gleichgiiltig, da
sich w unter einem Vorzeichenwechsel von v nicht dndert. Damit ergibt sich
die fiir d > a? giiltige Beziehung

(ST a2
Sm( d—a t) o—e —1 i (2.24)
Vd— a2 s2+2as+d

15 Der wirklich allgemeinste Fall einer durch eine Exponentialfunktion gedimpften harmonischen Schwin-
gung, die zum Zeitpunkt t = 0 eingeschaltet wird, ist gegeben durch f(t) = Ae™*" sin(vt + o) fiir t > 0.
Ihre Laplacetransformierte (fiir A = 1) berechnen Sie in einer Ubungsaufgabe.

—at
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Beachten Sie, dass (2.24) im Grunde nichts anderes als (2.21) ist, nur ein bisschen
anders angeschrieben. Welche Variante vorzuziehen ist, hangt davon ab, was man
will: Hatte man gern eine allgemeine Formel fiir die Laplacetransformierte einer
gedampften Schwingung der Form e~ " sin(v t), so ist (2.21) giinstiger. Hatte man
gern eine allgemeine Formel fiir die inverse Laplacetransformierte einer Funktion,
die in der Form (2.22) mit d > a* angegeben ist, so ist (2.24) giinstiger. Hitte man
gerne eine allgemeine Formel fiir die inverse Laplacetransformierte einer Funktion,
die in der Form
1 1

= ————— od > 2.25
° (s +a)? + v? e T S  ousta 2 (225)

angegeben ist, so ist wiederum (2.21) giinstiger. In Korrespondenztabellen wird
man nicht immer genau das finden, was man sucht, aber oft sind es nur ein
paar Schritte (sprich: Umformungen oder Umrechnungen von Konstanten) bis
zum gewiinschten Ergebnis.

Gehen Sie zur Festigung noch einmal durch, wie wir eine ganze Reihe von Korre-
spondenzen, ausgehend von (1.13), nacheinander gewonnen haben:

(1.13) — (2.16) — (2.21) — (2.24). (2.26)

So kann man auch in anderen Fillen mit dhnlicher Sachlage vorgehen. Arbeitet
man mit einer umfangreichen Tabelle, so besteht eine gute Chance, die gewiinschte
Korrespondenz direkt zu finden, gegebenenfalls nach einer geringfligigen Um-
formung des gegebenen Terms fiir F'(s). Steht nur eine kleinere Tabelle zur
Verfligung, so mag die Anwendung von Rechenregeln wie den bisher besproche-
nen (aber auch den noch zu besprechenden) nétig sein, um aus den wenigen in
der Tabelle enthaltenen Korrespondenzen die gewiinschte zu erhalten. In beiden
Fallen ist eine gute Voraussetzung dafiir ein sicherer Blick auf die Struktur von
Funktionstermen, insbesondere von Quotienten von Polynomen.

» Ableitungsregeln

Vor allem die erste Ableitungsregel, die es erlaubt, die Laplacetransformierte einer Ableitung
zu ermitteln, ist in Anwendungen besonders wichtig (wobei wir hier und im Folgenden die Exis-
tenz der Ableitungen, von denen die Rede ist, und deren Laplacetransformierter voraussetzen).
Ist F' die Laplacetransformierte von f, so besagt sie fiir die erste und die zweite Ableitung der
Zeitfunktion
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Allgemein ist die Laplacetransformierte der n-ten Ableitung von f gegeben durch'®

fM(t) o—e s"F(s)—s"Lf0)—s"2f(0)— ... — f"7D(0).  (2.29)

Beweis von (2.27):

> tielle Integrati
/ e (1) dt partielle Integration et F(1)
0

[ () o

= et f(1) ‘:O +s /00 et f(t)dt = s F(s) — f(0). (2.30)
—_——— 0 — ,
—f(0) F(s)

Zum Beweis von (2.28) verwendet man am besten (2.27), aber mit f’(t) anstelle von f(¢) und
mit der soeben berechneten Laplacetransformierten (2.30) von f’ anstelle von F'(s). Damit
ergibt sich die Laplacetransformierte von f” zu

s (sF(s) = f(0)) = f(0) = 5" F(s) — 5 f(0) — f(0), (2.31)

womit (2.28) bewiesen ist. Wendet man (2.27) fiir f”(t) anstelle von f(¢) und mit der soeben
berechneten Laplacetransformierten (2.31) anstelle von F'(s) an, so ergibt sich eine Regel fiir
die Berechnung der Laplacetransformierten von f”/(¢), und man erkennt schon das Schema,
das auf die allgemeine Formel (2.29) fiihrt.

Beispiel: Wir kennen bereits die Laplacetransformierte der Sinusfunktion, siehe
(1.13). Mit (2.27) folgt daraus sofort die Laplacetransformierte ihrer Ableitung,
der Cosinusfunktion:

— sin(0) = . 2.32
T sin(0) s2+1 (2:32)
0

cos(t) o—e

Ausgeriistet mit der ersten Ableitungsregel (2.27) konnen wir nun einen Vorgeschmack auf die
rechentechnischen Erleichterungen geben, die die Laplacetransformation bietet.

Beispiel einer typischen (wenngleich recht einfachen) Anwendung: Im Zeitbereich
sei das Problem gestellt, die Differentialgleichung

() + f(t) =sin(¢t) fir ¢ >0 mit der Anfangsbedingung f(0) = —% (2.33)

(ein sogenanntes Anfangswertproblem) zu l6sen. Da fiir die gesuchte Funktion
die linke und die rechte Seite der Differentialgleichung gleich sind, sind auch die

16 Mit dem hochgestellten Symbol (™) wird die n-te Ableitung gekennzeichnet. Es gilt also etwa f(3)(t) =
() und FA(t) = f(t). Die in (2.28)—(2.29) auftretenden Werte der Ableitungen von f an der Stelle 0,
der linken Randstelle des Definitionsbereichs von f, sind als rechtsseitige Ableitungen zu verstehen.



Laplacetransformation: Einfiihrung

19

Laplacetransformierten der beiden Seiten gleich. Die Laplacetransformierte der
linken Seite ergibt sich mit Hilfe von (2.1) und (2.27) zu

SF(s) = fO)+F(s) = s F(s) + 5 + F(s), (2.34)

jene der rechten Seite ist durch (1.13) gegeben. Daher gilt fiir die Laplacetrans-
formierte I der gesuchten Funktion die Gleichung (keine Differentialgleichung!)

1

1
F -+ F(s) = ——.
sF(s)+ =+ F(s) 11

2
Unter dem Strich wurde das Differenzieren (im Zeitbereich) durch das Multiplizie-
ren mit dem Argument (im Bildbereich) ersetzt, was auf ein leichter handhabbares
Problem fiihrt. Wir I6sen nach F(s) auf,

(2.35)

1 1
2.1 9 —s+1
F(s) = -+ = 2.
(5) s+ 1 2(s2+ 1) (2.36)

(vollziehen Sie diese Umformung bitte selbst nach!), und haben damit die Laplace-
transformierte der gesuchten Funktion f gefunden. Sie muss nur noch in den
Zeitbereich zuriicktransformiert werden, d.h. es muss jene Funktion f gefunden

werden, fiir die 1
-5

A o= sy (237)
gilt. Das ist in der Praxis der aufwandigste Teil, in dem man meist mit Korrespon-
denztabellen oder Computerprogrammen arbeitet. In diesem Beispiel sind aber
die auftretenden Konstanten in der Differentialgleichung und der Anfangswert so
gewahlt, dass die Umformung (2.36) auf einen recht einfachen Term fiihrt, sodass
wir keine Tabelle brauchen, sofern wir uns an (1.13) und (2.32) erinnern. Schreiben

wir den letzten Term von (2.36) in der Form
1 1 1
Fls)=2 —— — = —° (2.38)
an, so ergibt sich daraus
1 . 1 1 1 1 s
3 sin(t) — 5 cos(t) o—e 5771 3211 (2.39)
Damit ist die Losung

1
ft) = 5 (sin(t) — cos(t)) (2.40)
gefunden. Differentialgleichung mit Anfangsbedingung (2.33) geldst!

In diesem Beispiel war die Riicktransformation (also der Schluss von F auf f) sehr einfach zu
bewerkstelligen. Es sollte vor allem die Grundstruktur der Vorgangsweise zeigen. Kompliziertere

Falle heben wir uns fiir das Nachfolgeskriptum Laplacetransformation: Beispiele auf.
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Es gibt noch eine zweite Ableitungsregel. Sie betrifft die Ableitungen der Laplacetransfor-
mierten und lautet

—tf(t) o—e F'(s) (2.41)

bzw. nach zweimaliger Anwendung
t2f(t) o—e F"(s) (2.42)
und allgemein nach n-maliger Anwendung
(=1)"t" f(t) o—e F™(s). (2.43)

Der Ableitung im Bildbereich entspricht also die Multiplikation mit —¢ im Zeitbereich.
Beweis von (2.41):

o d o0
—st —st /
— tf(t)dt = — t)dt = F'(s). 2.44
| cisrma= 5 [T man= (244
d —st
——e

ds
Bei genauer Betrachtung konnte man fragen, was die Ableitung nach einer komplexen Variable
sein soll. Wenn Sie an s lieber in der Form o+ j w denken, so stellen Sie sich unter % wahlweise

einfach 6% oder —j 3% vor, jeweils angewandt auf F'(o + jw) in der Form (1.7). Beides fiihrt
zum gleichen Ergebnis!

Schreiben wir die zweite Ableitungsregel (2.41) nach Multiplikation beider Seiten
mit —1 in der Form

tF(t) o—e — F'(s) (2.45)

an, so konnen wir sie beispielsweise auf (1.13) anwenden, um aus der Laplace-
transformierten von sin(t) jene von ¢ sin(t) zu erhalten:

d 1 2s
t sin(t) o—e s (s2 - 1) EEE (2.46)

» Integrale

GewissermaBen die Umkehrung von (2.27) ist die Beziehung (Integral im Zeitbereich)

/Otf(T) dr o—e = F(s), (2.47)
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wobei F' die Laplacetransformierte von f ist. Wir beweisen den Satz fiir den Fall, dass f eine
Stammfunktion g besitzt, d.h. eine Funktion g, fiir die ¢’ = f gilt!’. Die Laplacetransformierte
von g bezeichnen wir mit G. Damit ist die linke Seite von (2.47) gemiB dem Hauptsatz
der Analysis gleich g(t) — g(0), die rechte Seite ist mit (2.27) gleich 1 (sG(s) — g(0)) =
G(s) — % g(0), womit (2.47) die Form

9(t) = g(0) o—e G(s) — ~9(0) (2.48)

annimmt. Darin entsprechen ¢(t) und G(s) einander, sodass nur mehr die beiden Terme mit
g(0) zu betrachten sind. Daher ist nur mehr zu zeigen, dass

—g(0) o—e — B g(0) (2.49)
gilt, und das folgt aus (1.14). Damit ist (2.48) und folglich auch (2.47) bewiesen.

Eine analoge Beziehung betrifft das Integral im Bildbereich (ohne Beweis)

1

i f(t) o—e /SOO—HW F(r)dr, (2.50)

o0

wobei die rechte Seite (mit s = 0 + jw) als / F(p+ jw)dp zu verstehen ist.

g

» Produkt und Faltung

Den Zusammenhang zwischen Produkt und Faltung kennen wir bereits von den Fourierrei-
hen und von der Fouriertransformation. Im Fall der Laplacetransformation gelten die beiden
Faltungssitze (ohne Beweis)

(f*g)(t / f(r)g(t —7)dr o—e F(s)G(s) (2.51)
f(t)g(t) o—e — 2‘7—7r ’ jOOG(T) G(s—r)dr = —% (FxG)(s), (2.52)

wobei die Schreibweise in (2.52) wie in (1.18) zu verstehen ist.

7 Das ist nicht selbstverstindlich. Besitzt f beispielsweise eine Sprungstelle, so existiert keine Stammfunk-
tion von f.
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» Grenzwertsatz

Ist ' die Laplacetransformierte von f, so gilt der Grenzwertsatz (ohne Beweis)

lim (s F'(s)) = f(0), (2.53)

S§—00

wobei f(0) als rechtsseitiger Grenzwert zu verstehen ist'® und s — oo auch als o — oo gelesen
werden kann. Diese Beziehung zeigt sehr schon, dass das Verhalten einer Zeitfunktion im Klei-
nen (hier betreffend den Wert an der Stelle 0) mit dem Verhalten ihrer Laplacetransformierten
im GroBen zusammenhangt, dhnlich wie wir das schon im Zusammenhang mit Fourierreihen
und mit der Fouriertransformation kennengelernt haben. Ist f(0) = 0, so strebt F'(s) im Un-
endlichen schneller gegen 0 als 1/s. Ist f(0) # 0 (was einem abrupt eingeschalteten Signal
entspricht), so verhalt sich F'(s) im Unendlichen wie f(0)/s. Das zeigt sich deutlich etwa an-
hand der Laplacetransformierten der Sinus- und der Cosinusfunktion, siehe (1.13) und (2.32).
Fiir die erste gilt im Unendlichen F(s) ~ 1/s* (da sin(0) = 0), fiir die zweite gilt F/(s) ~ 1/s
(da cos(0) =1 # 0).

Der Genzwertsatz (2.53) impliziert, dass die meisten in der Praxis relevanten Laplacetrans-
formierten fiir s — oo wie F'(s) ~ 1/s oder noch starker abfallen. (Ein Blick auf die kleine
Korrespondenztabelle oder auf die umfangreichere Korrespondenztabelle im Nachfolgeskriptum
zeigt, dass das tatsichlich der Fall ist.) Ein Verhalten wie F(s) ~ const oder gar F(s) ~ s
wiirde ja bedeuten, dass f(0)) nicht endlich ist (ein eher untypisches Verhalten fiir realistische
Signale), und dann wéaren Probleme mit der Konvergenz von (1.2), (1.7) und (1.16) bzw.
(1.18) vorprogrammiert. Manche dieser Situationen kann man mit Distributionen in den Griff
bekommen, etwa um einen unendlich kurzen, unendlichen starken ,, Kick" zur Zeit 0 zu model-
lieren (dariiber mehr in Abschnitt 3), aber von diesen speziellen Fillen abgesehen, gehen alle
Laplacetransformierten in den Korrespondenztabellen fiir s — oo zumindest wie 1/s gegen 0,
wenn nicht starker.

Der Grenzwertsatz hilft, wenn die inverse Laplacetransformierte von F'(s) bekannt ist und man
gern jene von s F'(s) hatte. In diesem Fall kann die Ableitungsregel (2.27) zu Hilfe genommen
werden. Gilt f(0) = 0, so lautet sie

f'(t) o—e sF(s), (2.54)

d.h. man bekommt die inverse Laplacetransformierte von s F'(s) dann einfach durch Diffe-
renzieren. Das funktioniert aber nur, wenn f(0) = 0 gilt, was aufgrund des Grenzwertsatzes
aquivalent zur Bedingung

lim (s F(s)) =0 (2.55)

S§—00

18 Man schreibt dann auch manchmal f(0+) oder f(0%) statt f(0). Dieser Zusatz ist aber nur dann
relevant, wenn f an der Stelle O unstetig ist, d.h. wenn der rechtsseitige Grenzwert lim; o f(¢) nicht mit f(0)
tibereinstimmt. Er betrifft also nur gekiinstelte Situationen, die in der Praxis nicht auftreten.
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ist. Handelt es sich bei F(s), wie es so oft der Fall ist, um eine rationale Funktion, d.h. um
einen Quotienten von Polynomen, so ist sie genau dann erfiillt, wenn

Grad des Nenners von F'(s) > 2 + Grad des Zahlers von F(s) (2.56)

gilt, also wenn der Grad des Nenners von F'(s) jenen des Zahlers um mindestens 2 iibersteigt
(oder, anders ausgedriickt, wenn der Grad des Nenners von s F'(s) jenen des Zahlers um
mindestens 1 iibersteigt). Auf diese Weise kommen Sie beispielsweise in einer Sekunde von der
zweiten Eintragung in der kleinen Korrespondenztabelle zur ersten.

Oder, um ein weniger einfaches Beispiel zu nennen: Um die inverse Laplacetrans-
formierte von

s
S 2.57
(s+5)? (257)
zu ermitteln, finden Sie in der Tabelle die Korrespondenz
te " o—e L (2.58)
(s+a)?’ '

vergewissern sich, dass die rechte Seite die Bedingung , Grad des Nenners > 2 +
Grad des Zahlers" erfiillt, setzen a = b5, differenzieren die linke Seite nach ¢,
multiplizieren die rechte Seite mit s und erhalten

(1—5t)e " o—e

SRR (2.59)

» Periodische Zeitfunktion

Ist f eine auf [0, 00) periodische Funktion mit Periode T" (d.h. f(t+T) = f(¢) fiir alle t > 0),
so ist ihre Laplacetransformierte durch

F(s) = ﬁ /O =5t (1) dt (2.60)

gegeben. Die Beweisidee: Man zerlegt das Intervall [0, 00) in (unendlich viele) Teilintervalle
von jeweils der Lange einer Periode, also [0,7"), [T, 2T"), [2T,3T'), usw. Das Integral in (1.7)
stellt sich dann aufgrund der Periodizitit von f als geometrische Reihe mit Faktor e=7'¢ heraus,
die fiir Re(s) > 0 geschlossen aufsummiert werden kann. Das Integral in (2.60) ist das erste

Glied dieser Reihe, der Vorfaktor ist der Wert der geometrischen Reihe mit Faktor =7 und
Anfangsglied 1:
. 1
14+ e—Ts + 6—2T5 + e—&Ts + €—4TS +... = 1—4’ (26]_)
—e S

Man kann (2.60) sehr schén anhand der Zeitfunktion f(¢) = sin(¢) iiberpriifen, deren Lapla-
cetransformierte wir ja bereits kennen (Ubungsaufgabe).
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3 Laplacetransformierte der Deltafunktion

Die Deltafunktion (genauer: Delta-Distribution) wurde im Skriptum Fouriertransformation:
Einfiihrung im Rahmen einer Einfiihrung in das Konzept der Distributionen vorgestellt. Auf-
grund des guten Abfallverhaltens der Laplacetransformierten typischer Zeitfunktionen tre-
ten Distributionen hier seltener auf als im Zusammenhang mit der Fouriertransformation.
Wir begniigen uns damit, die Laplacetransformierte der Deltafunktion zu berechnen: Mit
f(t) = 0(t — a) fiir ein a > 0 ergibt sich mit Hilfe von (1.7)

F(s) = /000 e 1ot —a)dt = e ° (3.1)

und damit
(t—a) o—e e 7 (3.2)

Die Zeitfunktion ¢ — 0(t — a) entspricht einem (,,unendlich kurzen, unendlich hohen") Delta-
Impuls zur Zeit a. Wird die Zeitfunktion t +— §(t) als Delta-Impuls zu einem Zeitpunkt ganz
knapp nach der Anfangszeit 0 verstanden, so ergibt sich als Grenzwert der Laplacetransfor-
mierten e~ ** fiir a — 0 der Wert

o(t) o—e 1. (3.3)

Beispiel einer Anwendung: Im Skriptum Fouriertransformation: Beispiele wurden
Differentialgleichungen vom Typ

F'@O) + D f(t)+ v f(t) =r(t) (3.4)

besprochen, wobei die Konstanten D und v mit 0 < D < 2v sowie die Stérfunktion
r vorgegeben sind. Letztere kann als Antriebskraft gedeutet werden. Ist sie fiir alle
Zeiten gleich 0, so sind die Losungen von (3.4), sofern die Anfangswerte f(0) und
1/(0) nicht beide verschwinden, gedimpfte Schwingungen. Wir wollen nun einen
speziellen Fall einer nichtverschwindenden Storfunktion betrachten: Ist anfanglich
f(0) = f'(0) = 0, und beschreibt r einen ,,unendlich kurzen* AnstoB zur Zeit
to > 0, nach dem das System wieder sich selbst iiberlassen wird, so wird dieser
Prozess durch die Differentialgleichung

J'(t)+ D f(t) + 2 f(t) = 6(t — to) (35)

mit den Anfangsbedingungen f(0) = f/(0) = 0 modelliert. Dieses Problem wurde
bereits im Skriptum Fouriertransformation: Beispiele gelost. Nun bearbeiten wir
es mit Hilfe der Laplacetransformation. Dazu bilden wir unter Zuhilfenahme der
Ableitungsregeln (2.27) —(2.28) und der soeben hergeleiteten Beziehung (3.2) die
Laplacetransformierten beider Seiten von (3.5) und setzen sie gleich,

32F(5)—3@—£@+D(5F(5)—@)+V2F(s):e’t05, (3.6)
0 0 0

erhalten also
s F(s)+ DsF(s)+1v*F(s) =e "%, (3.7)
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was nach F'(s) aufgeldst

e*f/o S

24+ Ds+v2

F(s) =

ergibt. Damit ist die Laplacetransformierte der gesuchten Losung von (3.5) gefun-
den. Die eigentliche Arbeit besteht darin, auf sie die Riicktransformation anzuwen-
den, da wir ja an der Losung f interessiert sind. Wie finden wir diese? Betrachten
Sie die Struktur des Terms (3.8)! Die Exponentialfunktion im Zahler kénnen wir
vorerst ignorieren, da man einen solchen Faktor (fiir ¢, > 0) mit Hilfe des Ver-
schiebungssatzes (2.10) sehr leicht bekommt. Der Rest des Terms ist von der
gleichen Struktur wie (2.22), wenn wir D = 2a und v = d setzen. Die inverse
Laplacetransformierte von (2.22) haben wir aber bereits ermittelt, und das nutzen
wir nun aus. Wir schreiben die Beziehung (2.24) noch einmal hin:

o—at sin (\/d — a? t) e 1 . (3.9)

Vd— a2 s2+2as+d

Sie gilt fiir d > a?, was sich fiir die Konstanten im Nenner von (3.8) in 402 >
D?* und damit (wegen v, D > 0) in 2v > D iibersetzt. Das haben wir ohnehin
vorausgesetzt. Wir driicken nun (3.9) durch v und D aus, wobei wir die Abkiirzung

C’:\/cl—cﬂ:%\/élVQ—D2 (3.10)

(3.8)

einfiihren. Damit nimmt (3.9) die Form

in(C't 1
o~ Dt/2 sin (C'1) L

_— 11
C o s24+ D s+ 1?2 (3.11)

an. Jetzt fehlt nur noch die Exponentialfunktion im Zahler von (3.8). Wir erhalten
sie durch Anwendung von (2.10) mit a = t.

Achtung, Zwischenbemerkung: Die Konstante a in (2.10) hat nichts mit
der Konstante @ in (3.9) und (3.10) zu tun! Diese Situation ist typisch
fiir das Arbeiten mit Funktionstypen, in denen Konstanten auftreten.
Da kann es schon mal zu einer Bezeichnungskollision kommen. Da die-
ses Problem jederzeit auftreten kann, haben wir es hier nicht kiinstlich
vermieden, sondern nutzen es fiir den Ratschlag: Behalten Sie stets den
Uberblick, welche Konstante wohin gehort, und verwenden Sie in einer
Rechnung nicht die gleiche Bezeichnung fiir unterschiedliche Konstan-
ten!

Die Anwendung von (2.10) mit a = t, fiihrt auf der linken Seite von (3.11) zu
einer Verschiebung ¢t — t — ¢y und einer Stufenfunktion als zusatzlichem Faktor,
wahrend auf der rechten Seite von (3.11) die gewiinschte Exponentialfunktion im
Zahler entsteht :

e—to S

1
ol O(t —to) e~ P (t-00)/2 gip (C(t—ty)) o—e (3.12)

24+ Ds+v2’
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Die rechte Seite dieser Beziehung ist nun genau (3.8), womit die Losung des
Problems gefunden ist:

1
f(t) = 500t~ to) e P U102 4in (C (t — ty)). (3.13)
Genau dieses Ergebnis haben wir auch im Skriptum Fouriertransformation: Bei-
spiele erhalten.

Die hier durchexerzierte Vorgangsweise ist im Prinzip die gleiche wie bei der zu-
vor gelosten Differentialgleichung (2.33). Sie ist typisch fiir die Anwendung der
Laplacetransformation auf Anfangswertprobleme. Der wichtigste Unterschied der
Beispiele in diesem Skriptum zum Arbeiten in der Praxis besteht darin, dass wir
hier alle benotigten Korrespondenzen selbst hergeleitet haben, wahrend man in der
Praxis Beziehungen wie (3.9) oder (3.11) aus einer Korrespondenztabelle abliest
oder nach einer kleinen Zwischenrechnung (oder mit dem Computer) erschlieBt.
Auf das Arbeiten mit Korrespondenztabellen wird im Nachfolgeskriptum genauer
eingegangen.

Eine Konsequenz von (3.3) wollen wir noch erwédhnen: Ist F'(s) eine rationale Funktion, d.h.
ein Quotient von Polynomen, und ist der Grad des Zahlers gleich dem Grad des Nenners (F(s)
strebt dann im Unendlichen gegen eine von 0 verschiedene Konstante), so enthilt die inverse
Laplacetransformierte f(t) eine Deltafunktion an der Stelle 0. Wir sehen uns das anhand des

Beispiels
2

s
F(s) = 14
(5)= 55 (3.14)
an. Fiir |s| — oo strebt F'(s) gegen 1. Schreiben wir F'(s) in der Form
1
F(s)=(F(s) —1 1=— 1, 3.15
()= (Fls) = 1) +1= - 51—+ (3.15)

bilden die inverse Laplacetransformierte der beiden Summanden getrennt mit Hilfe von (1.13)

und (3.3) und addieren diese, so ergibt sich!®
() = —sin(t) + 6(0). (3.19)
19 Das gleiche Ergebnis kann auch durch Anwendung von (2.27) auf (2.32)
s
COS/ (t) o—e S m — COS(O) , (316)
1
also )
—sin(t) o—e SRR (3.17)
s 251 .
und durch Addition von (3.3)
2
: s
—sin(t) +6(t) o—e 71 (3.18)

erzielt werden.
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Dass demnach f(0) = §(0) = oo ist, passt auch mit dem Grenzwertsatz (2.53) zusammen,
denn s F'(s) divergiert im Unendlichen.

Ist F'(s) eine rationale Funktion und der Grad des Zihlers groBer als der Grad des Nenners, so
treten in f(t) sogar Ableitungen von 40(¢) auf. Fiir die meisten in der Praxis als F'(s) auftre-
tenden rationalen Funktionen ist der Grad des Zahlers jedoch kleiner als der Grad des Nenners
(wie ein Blick auf eine Korrespondenztabelle zeigt). In diesen Fallen strebt s F'(s) im Unend-
lichen gegen eine Konstante (die = 0 oder # 0 sein kann), und gem3B dem Grenzwertsatz
(2.53) ist f(0) dann endlich.

Zuletzt wollen wir noch erwihnen, dass die Ableitungsregel (2.27)
f'(t) o—e sF(s)— f(0) (3.20)
mit Hilfe von (3.2) in die Form
f' &)+ f(0)6(t) o—e sF(s) (3.21)
oder, unter Zuhilfenahme des Grenzwertsatzes (2.53), in die Form

@)+ SILI?O (s F(s)) 6(t) o—e sF(s) (3.22)
umgeschrieben werden kann. Das ist eine Verallgemeinerung der bereits im Zusammenhang
mit dem Grenzwertsatz diskutierten Korrespondenz (2.54). Sie inkludiert nun auch den Fall,
dass F'(s) eine rationale Funktion ist, fiir die der Grad des Nenners den des Zihlers um 1
ibersteigt (mit der Folge, dass s F'(s) dann eine rationale Funktion ist, fiir die die Grade von
Zshler und Nenner iibereinstimmen). Mit ihrer Hilfe hatte man die Korrespondenz

82

s2+1

—sin(t) + 0(t) o—e (3.23)

(vgl. (3.18) und (3.19)) direkt aus

cos(t) o—e (3.24)

s2+1

(vgl. (2.32)) erhalten konnen. Gilt f(0) =0, also lim (s F'(s)) = 0, so reduzieren sich (3.21)
S§—00

und (3.22) auf (2.54).

Damit beschlieBen wir die Diskussion der theoretischen Grundlagen der Laplacetransformati-
on. Die besprochenen Rechenregeln sind im Anhang in Tabellenform zusammengestellt, ge-
folgt von einer kleinen Korrespondenztabelle fiir einige wenige ausgewahlte Zeitfunktionen. Im
Nachfolgeskriptum Laplacetransformation: Beispiele, in dem es um das Probleml6sen mit der
Laplacetransformation geht, finden Sie auch eine wesentlich umfangreichere Korrespondenz-
tabelle.
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4 Ubungsaufgaben

Hier eine Auswahl von Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten
bewaltigen kénnen sollten:

e Beweisen Sie (1.14) mit Hilfe der Definition (1.7)!

Losung:

L % = (5)4 199 (5) nz szua13[ei851u| 2491un 3Ip Jnu 13e4] JSYe(
I o
") Us898 uaydIpusUN Wi () < O 4Ny, 2 3ga43S ‘IS T Y2198 , ., 2 UOA Jeulag Jop

0=1| § 0
pun e 9,, 9 = ;l(m[—}—ﬂ)—a =52 €Q" 5 - = 1p1579 / = (S)LZT
ool g 0o
e Berechnen Sie die Laplacetransformierte von f(t) = e *! fir a € R mit Hilfe der
Definition (1.7)!
Losung:
D+s DH+S
PIE_TEE ()4 weyeq
I 0°

199 9zua43|ea393u| a491un a1p unu 13e41 (p— < (5)9Y "y'p) p— < 0 4n4
0=1| D+s 0 0
' - = lpg(nJrs)fa / - lpgv—a 19—9 / - (S’)d

ool (045)-?

e Berechnen Sie die Laplacetransformierte von f(t) = e *! fir a € R mit Hilfe der
Beziehung (1.14) und des ersten Verschiebungssatzes!

Losung:

‘(usganyose3ue sispue Jaly Jnu) aqedyny USSLIOA Jap 19q 1M

D4 S
e—o ,, 9 10jos 13|04 ($T'T) Pun (9°) U

sluga8.3 ayo19|3 sep ‘yp -

e Berechnen Sie die Laplacetransformierte von f(t) = te " fir a € R mit Hilfe des
Ergebnisses der vorigen zwei Aufgaben und der Ableitungsregel (2.41) in der Form (2.45)!

Losung:

NiCha)) = (D + 5) %— yo4np 1sI uaqa8a8 a1alwo)suellaoe|de] a1yonsas
I I
SIp ssep ‘13]0} usqeSny 19Mz USBIIOA Jop UassIugadig usp 1w (Gy'Z) sny
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e Finden Sie Moglichkeiten, die Laplacetransformierte von f(¢) = t ohne Integration zu
ermitteln!

Losung:

"U9S9|(e 9||9EBIZUSPUOASIIOY UBUIRY JOP SNy € 1 Y21 S0l
"0 = v Jny (joqes8yny a8uon)
"o_21 = (1) uoA uspsIWIojsUeIIROR|dET JOp SNY g 1NYDISOIN
(G7°2) spPaw ($1°T) sny 1T 1xyd!SON
e Ermitteln Sie fiir die in (1.20) angegebenen Laplacetransformierten jeweils den zuldssigen
Bereich von s!

Losung:

F— < (5)9y Hw ) D 5 J3||e 23U\ 3Ip Jayep 1s! yolauag a3Isse|nz Ja(
F— Y219|3 U3||e4 UspIaq Ul 3s! |1RY|ERY JIp '/ F F— = s puls uadunse 31Q
15098 ) 49qN (0 = T + ,(F 4 5) Sunya19|9 a1p paim
‘151 WBIULBP 2421 (QZ'T) Ul UOITNUN SI9MZ SIP OM ‘U|91IWLIS NZ W)
"0 < (5)9y Nw ) S s 9|6 23ud|\ B1p Jayep IS Yolalag adiIsse|nz s
") = § 9|91S J9p UB J3gne usIuYp [|edaqn 1St (0Z'T) Ul UoIun4 91549 3i(]
o Uberpriifen Sie den Faltungssatz (2.51) fiir f(t) = g(t) = 1!

Losung:

‘191dneyaq (1G°¢) uon am ‘(s)5) (5).7 Bnpoid wap yoi9|3 ose
s
‘(5qe8yny a8uonion aim) £ yoi9|8 st susIWIOsURIIEOR|dRT UBID
qesjny o4l "™ Yo19]3 1s! w04 |de] d

0
)= 1p / = (2)(6* J) nz yois 19uyda43q b 1w [ uoA Sunijeq 3l
?

yoanp uaqgaBe8 (1°1) gewsas puis 6 pun J uoA uspsiwlojsuesidoe|de] ai(

e Uberpriifen Sie (2.60) fiir die Zeitfunktion f(t) = sin(t)!

Losung:
"1819238 s9||e 1sI Hwe(]

+ .5 0=1| [ —s— 0=t [+s— ¢ 0
_tTes §_|_ Z—=p(pus 2 /
sug—2 — 1 wel yemsm? L wel yeysy? L xg

nz (TT°T) Ul 3IM ydljuye yoIis 1puydalaq |esdaju| seq
Of sug-2—1
P (l)HIS 15—9 /% = (S)Lﬁ{
g
(g = [ 1w Jayep) uoipjunysnuig a1p any (09°g) 13eseq s1esiaispuy
38l L (5).] ssep ‘s||9qe] Jop 43P0 (ET°T) SNE S}249q JIM USSSIM S1I954ul]

!
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e Benutzen Sie die kleine Korrespondenztabelle und die Linearitat der Laplacetransforma-
tion, um zu ergédnzen:

20 =3t o—e
5sin(4t) — 3 cos(2t)  o—e

(3—4t)e?"  o—e

3s
o—e
s2+5
4
o—e _—
s2+5
3s+4
o—e
s2+5
4
o—e

(s+2)(s+5)

Losungen:

212 — 3¢t o—e LS i
¢ ¥
5sin(4t) — 3 cos(2t)  o—e P+ 91+e8
5¢€ 0%
(3—4t)e 2! o—e e ts) _T+s
i S
3s

(grp)soog  o—e FrT

oA 1
(spyus L ome

(gpy) ws %4— (gprp)soog  o—e 21F

€
(162 = 12-) - o (s+2)(s+5)
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e In diesem Skriptum wurde die Laplacetransformierte einer gedampften Schwingung der
Form t — e ' sin(vt) fir a,v > 0 ermittelt. Das Ergebnis war (2.21). Gedampfte
Schwingungen dieser Form haben die Eigenschaft, dass ihr Wert zum Einschaltzeitpunkt
t = 0 gleich 0 ist. Eine allgemeinere Klasse von gedampften Schwingungen ist durch

t— e sin(vt+ )

mit Anfangsphase ¢ € [0, 27) gegeben. Bestimmen Sie deren Laplacetransformierte!

(Man muss vielleicht ein paar Ideen durchspielen, um einen Weg zu finden, der eine
umstandliche Integration vermeidet, aber die Aufgabe ist sehr lehrreich!)

Losung (inklusive einiger Gedanken, die nicht zum Ziel fiihren):

o1+ (0 +59)

(M)uts (0 + s) 4 (H)soo 2

Nz siugagiopu3 sep yais 1qi31s (g'g) pun (1) uon iy I
gt (v +59)

D+ s
1351 uspunya8 (71)s0d ,,_3 UOA d13IWIojsueslade|de] aip wom

‘UspJam 18nazio ,,_2 J0IBHOA Jop uuey (9'g) Z1esS3UNGaIYISISA UD1SID Wap N
(3]]199e1ZUSPUOdSRLIOY USUIS|Y Jop Ul Ydne 1ya1s 3IG)

11849 /1 = q Ny (E£1°¢) S9ZIBSSUMNYDI|UYY SIP d)|IH NwW (7 1)S0D UOA dual yois
sneJom ‘321wWle (Z€°Z) Ul 9pANM UoIB|UNYSNUISOY) Jop aHaIWIosuelIpoR|deT a1
“(d)uts (71)500 4 (h)s00 (2 1)uts = (b + 72)uIs :uoIPUNISNUIG
3Ip JN} WSJO3YISUOILPPY SEP JOPUSMISA UBW — [317 WNZ YN} dHUepan) 913Lp Jo(
(T Bunpjiqqy *|3A) sus11IUYDSE3ge UOITYUNJUSINIG JSUIS 1IW SUID UISPUOS ‘UoIIjUNIIRZ
93yosunmas a1p ydtu uuep yoIs 1qiSJs sSUIpIS||y "USGRIYDSISA NZ Junynz Ip ul
(21)uts wn ‘uszinuaq OS_L% = Jw (QT°¢) pun usziasia nz (jAeSau)

Lg — & YoInp uolIUNSNUIS JSP 1BNZIPOLISY JOP puniSjne ¢ :ayjuepar) Jayamz
(2 Bunpjiqqy *|SA) 19pUIMYISIIA
yasiusp! ydiu (v ‘g |leassau) wi ) #£ & any (24)uts ep ‘usgadad 1ydiu Jaly
19qe 181 (ZT°7) UoA 1X31NS) 31 "USGaIYISISA NZ HayuaZueSis ) a1p ul
(24)uts wn ‘usznuaq nz 5 = v Hw (g1°g) Z3eSSBUNGDIYISIS USP ‘USHUSP UBJEP
UBW 91UUQ0Y ‘1SI (7 /1)UIS UOA dJUBLIE/A SUSGOYDISIIANSZ dUIS 4nu (b + 74)uls eQ

—o (d+pa)uis ,, 2

—o  (31)s00 ,,_2

e Untersuchen Sie die Losung der vorigen Aufgabe auf ihr Verhalten fiir groBe |s|! Fiir
welche Werte von ¢ verhilt sie sich wie s% fiir welche Werte verhilt sie sich wie %?
Wie erklaren Sie den Unterschied?

Losung:

", us3jeydsulg waBilejsun 19q "Y'p ‘1SI () # UOIUNJUSZ ISP MaMsSuejuy
Jop uusm ‘||e4 Jop uuep neusF sl $94931Z197 % SIM uljsuosue ‘Isi () = (d)urs
1+ (0 +5) 1+ a(0+5)

(M)urs s (d)urs v + (A)s0d 71

8unso a1

uuam ‘£ aIm YIS 3jeylan
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e Losen Sie die Differentialgleichung
f')+ f(t)=0

fiir allgemeine Anfangswerte f(0) = fo, f(0) = vy mit Hilfe der Laplacetransformation!

Losung:

“(2)uts 02 + (7)s00 Of = (7)/ :sw.a|qoid Sop 3unsoT alIp 3|j9qe1zuspuodsalioy
usUISP 3P Bj|iH W Jopo (ET°T) pun (g€'g) Hw 1ojos 13|oy snese(
I+ :

m = (5)4 35! Bunsoq uaseq 0 = (8)d + 9% — 0f 5 — (8) S
Sunyois|9 aIp ul Jayep Yolaiaqgp|ig Wi yois 1z3asiaqn Sunyodis|3|eirualsyiq a1q
(8)d + 0% —0f s — ()4 ,5 Nz (8Z'¢) Hw Sunydie|S|e1lusIaI( Jop 918G UUI| 3P
aaIWIojsueI}ROR|deT BIP YDIS JWWIISA] OS ‘/ UOA d1ialwiojsuesidde|de] aip 7 1S

e Zeigen Sie, dass die Faltung von Zeitfunktionen kommutativ und assoziativ ist, d.h. dass

stets
frg=gxf und  (fxg)xh=[fx(gxh)

gilt! Es ist erstaunlich einfach! Keine Integration notig!

Losung:
D ((x6)xf)=@)(yx(Bx[)) 1804
11 ((5)H (5)9) () = (s)H ((5)D (5)4) Bq
(($)H (5)D) (5)af e—o (1) ((yxb)*f)

pun
) H () (5)d) e—o (H(yx(x]))
15104 (1G°C) SNV :1eMAIeIZOSSY
"U219|3 0s|e pulis ‘Suslwiojsueslde|de] syois|3
alp [/ x b pun b x [ usqey (TG ¢) INe] :1B1IAIIRINWWOY
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5 Anhang: Tabelle der Rechenregeln

Hier eine Tabelle der wichtigsten Rechenregeln fiir die Laplacetransformation, wobei F' die
Laplacetransformierte von f und G die Laplacetransformierte von g ist:

Funktion Laplacetransformierte Anmerkung Formel-Nr.
f(t)+9g(t) F(s)+ G(s) Linearitdt Summe (2.1)
Linearitat Vielfaches
c f(t) cF(s) (c€R) (2.2)
Verschiebungssatz
—at
e " f(t) F(s+a) (a € R) (2.6)
s Verschiebungssatz
O(t —a) f(t —a) e " F(s) (a€R.a>0) (2.10)
Verschiebungssatz
f(t+a) e”* F(s) (a € R,a > 0) sofern (2.12)
foy=0fir0<t<a
1 s Ahnlichkeitssatz
t —F (- 2.1
fod) 37 (5) (beR,b>0) (213)
1, [t Ahnlichkeitssatz
o/ (5> Fbs) (beR,b>0) (215)
() sF(s)— f(0) Ableitungsregel (2.27)
1 (t) s2F(s) — s f(0) — f(0) Ableitungsregel (2.28)
—t f(t) F'(s) Ableitungsregel (2.41)
t 1 Integral im
/0 J(7)dr s Fs) Zeitbereich (247)
1 cotjw Integral im
rEAY / F(r)dr Bildbereich (2.50)
(f*xg)(t) F(s)G(s) Faltungssatz (2.51)
f(t)g(t) L (F*G)(s) Faltungssatz (2.52)
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6 Anhang: Kleine Korrespondenztabelle

Hier eine Tabelle mit einigen wenigen Korrespondenzen (Funktion, Laplacetransformierte). Eine
umfangreichere Korrespondenztabelle finden Sie im Skriptum Laplacetransformation: Beispiele.

Funktion Laplacetransformierte Anmerkung
1
1 bt
s
1
' )
2
' 5
" n!
t o neN
VLS
\/E 2 g3/2
1
et a€eR
s+a
1
te ot a€R
(s + a)?
sinh(at) = E (e —e ) - aeR
2 s%2 — a?
cosh(at) = 1 (e*" + e i a€R
2 52 — a?
efat _ efbt 1
—_ ,beR, b
b—a (s+a)(s+b) ¢ a7
: a
Sln(a t) m a € R
s
COS(CL t) m a € R
5(1) ] o(t) ve:rstanden als
d(t—e)fire>0,e—0
ot —a) e s ac€R,a>0
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Dieses Skriptum wurde erstellt im Dezember 2018 im Rahmen der Kooperation

»Skripten fiir technische Studiengédnge"
(http://www.mathe-online.at/projekte/KooperationFHTWSkripten.html)

von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Fiir Korrekturen danke ich Harald Stockinger.

Die Skripten-Seite finden Sie unter http://www.mathe-online.at/skripten/.

[Kleinere Korrekturen werden laufend vorgenommen. Letzte Anderung: 13.7.2023 ]
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