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Dieses Skriptum behandelt die Definitionen, Graphen und wichtigsten Eigenschaf-
ten der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens.

1 Das Bogenmal

Um anzugeben, ,,wie weit gedffnet” (oder ,,wie groB") ein Winkel ist, wird im Alltagsleben und
in den ersten Jahren des Mathematikunterrichts das GradmaB verwendet, in dem ein voller
Winkel 360° betragt, ein gestreckter Winkel 180° und ein rechter Winkel 90°. Ein gleichseitiges
Dreieck besitzt drei (gleiche) Innenwinkel von 60°, und die beiden kleineren (nicht-rechten)
Winkel lhres Geodreiecks betragen 45°. Wird aus einem Kreis durch gerade Schnitte vom
Mittelpunkt zum Rand ein Sektor abgetrennt, so konnen wir einen Winkel auch als relativen
Anteil des vollen Kreises ausdriicken: Einem Viertelkreis entspricht ein rechter Winkel, also 90°,
einem Drittel einer Torte entspricht ein Winkel von 120° (das ist auch der Winkel zwischen den
Zacken des , Mercedes-Sterns"), und drei Viertel einer Pizza entsprechen einem Winkel von
270°. Fiir genaue Winkelangaben, und um sehr kleine Winkel durch ganze Zahlen ausdriicken
zu konnen, wird 1° in 60" (60 Minuten oder Winkelminuten, auch Bogenminuten) und 1’ in
60” (60 Sekunden oder Winkelsekunden, auch Bogensekunden) unterteilt! — ein Brauch, der
aber zusehends durch Gradangaben im Dezimalsystem verdrangt wird.

Dass der volle Winkel mit 360° veranschlagt wird, ist eine Konvention, die lange zuriickliegende
historische Griinde hat und aufgrund der Tatsache, dass 360 ohne Rest durch 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40 und 45 geteilt werden kann, recht praktisch ist. Es wurden
(und werden) aber auch andere WinkelmaBe verwendet. So konnte sich das im Zuge der ,,Me-
trifizierung” Ende des 18. Jahrhunderts eingefiihrte Neugradsystem, in dem der volle Winkel

L Wir wollen uns nicht lange mit der Umrechnung zwischen diesem Grad-Minuten-Sekunden-System und der
Gradangabe im Dezimalsystem aufhalten. Hier nur ein Beispiel: 20°13'27"” = (20 + % + %) A~ 20.22417°.
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in 400 gon unterteilt wird?, der rechte Winkel also 100 gon betrigt, im Vermessungswesen
etablieren.

Fiir manche mathematischen Zwecke — vor allem, wenn Winkelfunktionen, das Thema die-
ses Skriptums, ins Spiel kommen — ist jedoch ein anderes WinkelmaB besser geeignet, das
Bogenmal. Es ist in gewisser Weise eine besonders , natiirliche” Methode, die nicht von ei-
ner willkiirlichen Unterteilung des vollen Winkels in soundsoviele Teile ausgeht, sondern einen
gegebenen Winkel durch die Linge des zugehérigen Bogens am Einheitskreis (= Kreis mit
Radius 1) ausdriickt. Stellen Sie sich dazu am besten eine Torte oder eine Pizza mit Radius
1 vor! Einem rechten Winkel (der ja einem Viertel der Torte oder der Pizza entspricht) wird
ein BogenmaB von einem Viertel des Einheitskreis-Umfangs zugeordnet. Da der Umfang des
Einheitskreises 2 7 betragt, ist das BogenmaB eines rechten Winkels %Tﬂ' also % was ungefahr
gleich 1.570796 ist. Das BogenmaB des vollen Winkels betragt 2 7w ~ 6.283185, das BogenmalB
des gestreckten Winkels betragt m ~ 3.141593, und das BogenmaB eines Winkels von 60° be-
tragt 7 ~ 1.047198. Winkel im BogenmaB werden in der Regel ohne Einheit angegeben, also
etwa — fiir die Halfte eines rechten Winkels, im GradmaB 45° — in der Form

o= % ~ 0.785398. (1.1)

Um zu betonen, dass eine Winkelangabe im BogenmaB erfolgt, kann die Einheit rad (fiir
Radiant) dazugeschrieben werden, also

o= %rad ~ 0.785398 rad. (1.2)

Aber das ist nicht notwendig. Um diesen Winkel gleichzeitig im GradmaB und im BogenmaB
anzugeben, konnen wir schreiben

a =45° = = ~ 0.785398 (1.3)

] 3

oder .
a =45° = 1 rad ~ 0.785398 rad. (1.4)

Wenn Sie wollen, konnen Sie sich vorstellen, dass rad einfach 1 bedeutet, aber der Deutlichkeit
halber bei einer Winkelangabe im BogenmaB dazugeschrieben werden kann.

Um eine Winkelangabe vom GradmaB ins BogenmaB oder vom BogenmaB ins GradmaB um-
zurechnen, benutzen Sie einfach die Tatsache, dass der volle Winkel im BogenmaB gleich 27
betragt, d.h. dass

27 360°
=1 d =1 1.
360° o o (15)
ist3. Ist ein Winkel 3 von 72° gegeben, so rechnen wir um:
27 2T s 2
=72°="72°. =72 - — =72 — =—. 1.
P =T g, = 550~ P 0 5" (1.6)

2 1gon wurde friiher als 1 ,Neugrad" bezeichnet, 1° als 1 , Altgrad“. Die Einheit Gon wurde 1992 ein-
gefiihrt.

3 Sie konnen die linken Seiten dieser Beziehungen natiirlich durch 2 kiirzen. Die obigen Identititen werden

180°
T 1 bzw.

dann zu 130° -

= 1 oder, wenn Sie eine noch kiirzere Formel dafiir wiinschen, 180° = .
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Erkennen Sie, wie sich die Einheit ° , herausgekiirzt” hat? Ist ein Winkel v im BogenmaB als
2 : .
™ gegeben, so rechnen wir um:

2 2 360°  360°

73T T3 9 T3

= 120°. (1.7)
Erkennen Sie, wie hier die Einheit ° hereingekommen ist?

Ein kleiner Hinweis: Bitte vergessen Sie bei einem im GradmaB angegebenen Winkel
nicht, die Einheit ° dazuzuschreiben! Mit der Winkelangabe 6 = 60 ist nicht
0 = 60° gemeint, sondern 6 = 60 - % ~ 3438° 1

Winkel werden im BogenmaB oft als rationale Vielfache von 7 angegeben, also etwa in der Form
m, 5 oder %77. Ob es sinnvoll ist, dafiir numerische Naherungswerte anzugeben, hiangt vom
jeweiligen Zusammenhang ab, und auch die Genauigkeit, mit der solche Werte angeschrieben
werden, sollte verniinftig gewahlt werden. Tritt etwa als Resultat einer Berechnung der Winkel
e = & auf, so ist das ein schones Ergebnis und kann — sofern keine numerische Naherung
verlangt ist — so stehen bleiben. Sie konnen diesen Winkel natiirlich ins GradmaB umrechnen,
e=5%- % = % = 30°, aber in einer Angabe wie £ =~ 0.524 ist die — unter Umstanden
wichtige — Information, dass es sich um ein Sechstel des gestreckten Winkels handelt, nicht
mehr sichtbar. Werden auf einer Achse eines Koordinatensystems Winkel im BogenmaB auf-
getragen, so ist es meist sinnvoll, als Achsenmarkierungen nicht ,,runde Zahlen" wie 0, 0.5, 1,
1.5, 2 zu wahlen, sondern ,,runde Vielfache von 7", also etwa 0, 5 T 3w, 2.

Wenn Sie Berechnungen, in denen Winkel vorkommen, mit einem Taschenrechner oder Com-
puterprogramm durchfiihren, miissen Sie zuerst wissen, ob eine numerische Eingabe (die Sie
machen) oder eine Ergebnisausgabe (die Sie ablesen) im GradmaB oder im BogenmaB gemeint
ist. Bei vielen Taschenrechnern kdnnen Sie zwischen den Einstellungen ,,RAD" (BogenmaB),
,DEG" (GradmaB) und ,,GRD", ,GRA" oder , GRAD" (Neugradsystem) wahlen. Machen Sie

sich bitte in dieser Hinsicht mit den Rechnern oder Programmen, die Sie benutzen, vertraut!

Einen wichtigen Sachverhalt im Zusammenhang mit dem BogenmaB miissen wir noch be-
sprechen: Wir haben es zunachst durch die Kurzformel ,Winkel im Bogenmall = Lange des
zugehorigen Bogens am Einheitskreis” eingefiihrt. Neben dieser Charakterisierung gibt es eine
andere, damit eng verwandte, die Sie anwenden kdnnen, wenn ein Winkel « als Offnungswinkel
des Sektors eines Kreises auftritt, der kein Einheitskreis ist: Ist der Radius dieses Kreises gleich
r und die Lange des Bogens gleich b, so ist der Winkel im BogenmaB durch das Verhaltnis

o =

g (1.8)

gegeben. Warum? Das ergibt sich aus der Ahnlichkeit aller Sektoren beliebiger Kreise mit
gleichem Offnungswinkel, wie in Abbildung 1 illustriert. Machen wir einen Check: Der volle
Winkel ist demnach das Verhaltnis aus Umfang und Radius eines beliebigen Kreises, also

27
@:Tf:m (1.9)
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Abbildung 1: Ein Winkel o wird im BogenmaB als Linge des zugehorigen Bogens am

Einheitskreis (hier rot) angegeben. Wird ein anderer Kreis herangezogen, der nicht den Radius

1 hat (hier blau), so ist « gleich dem Verhiltnis der Linge des zugehdrigen Bogens zum
b

Radius, also @ = —. Die beiden dem Winkel entsprechenden Kreissektoren sind zueinander

ahnlich.

Wir werden im Folgenden sowohl das GradmaB als auch das BogenmaB verwenden. Generell
erkennen wir das jeweils verwendete WinkelmaB daran, ob © dabeisteht (dann ist der betreffende
Winkel im GradmaB angegeben) oder nicht (dann ist der betreffende Winkel im BogenmaB
angegeben).

2  Winkelfunktionen im rechtwinkeligen Dreieck

Die Form und GroBe eines rechtwinkeligen Dreiecks sind eindeutig festgelegt, wenn die Langen
seiner Seiten* bekannt sind. Natiirlich miissen sie den Satz von Pythagoras erfiillen. Werden
die Katheten® mit a und b bezeichnet und die Hypotenuse mit ¢, so lautet der Satz von
Pythagoras

a? +b* =2 (2.1)

Sind @, b und ¢ bekannt, so sind auch die (Innen-)Winkel des Dreiecks eindeutig festge-
legt. Bezeichnen wir den der Seite a gegeniiberliegenden Winkel mit «, den der Seite b ge-

4 Statt , Lange einer Seite" oder , Seitenlinge" wird auch einfach ,Seite" gesagt. Wir werden zwischen den
Seitenlinien und den Seiten/dngen nicht unterscheiden, da praktisch immer klar ist, was gemeint ist.

5In einem rechtwinkeligen Dreieck wird die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite als Hypotenuse,
die beiden anderen Seiten als Katheten bezeichnet.
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geniiberliegenden Winkel mit 5 und den der Seite ¢ gegeniiberliegenden Winkel mit -y (siehe
Abbildung 2), so ist v = 90° = 7, und da die Winkelsumme in jedem Dreieck gleich 180° = 7

ist, gilt o+ 8 =90° = 5

- p
c

Abbildung 2: Ein rechtwinkeliges Dreieck. a und b sind die Katheten, c ist die Hypotenuse.
(Die Symbole a, b und ¢ bezeichnen sowohl die Seitenlinien als auch die Seitenldngen.) Oft
werden (wie auch hier) die jeweils den Seiten gegeniiberliegenden Winkel mit entsprechenden
griechischen Buchstaben bezeichnet, also «, 5 und . Da v = 90° ist, ist statt des Namens
das Symbol fiir einen rechten Winkel eingezeichnet (wobei anstelle des kleinen Kreisbogens
manchmal auch ein ,, Eck* gezeichnet wird). Entsprechend einer oft verwendeten Konvention
wurden Seiten und Winkel hier alphabetisch aufsteigend im Gegenuhrzeigersinn benannt.

Sind umgekehrt die Winkel eines rechtwinkeligen Dreiecks bekannt, so ist zwar nicht seine
GroBe bestimmt, wohl aber seine Form. Das bedeutet, dass alle Seitenverhiltnisse, wie %
lz’ usw. (wir bezeichnen die Seiten und Winkel wie zuvor) eindeutig festgelegt sind. Genau
genommen muss nur einer der beiden nicht-rechten Winkel bekannt sein. Kennen wir etwa
den Wert von «, so folgt 3 = 90° — a = § — «, womit alle Winkel bekannt sind. Alle
rechtwinkeligen Dreiecke mit gleichem Winkel « sind zueinander dhnlich, d.h. sie gehen durch

»Aufblasen” oder ,,Schrumpfen* (und gegebenenfalls eine Spiegelung) auseinander hervor.

Welche Seitenverhaltnisse weist nun ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Winkel o bekannt ist,
auf? Nehmen wir zum Beispiel das Verhdltnis 2. Es hangt nur von a ab und nicht von der
GroBe des Dreiecks, ist also eine Funktion von a. Interessanterweise lasst es sich im allgemeinen
Fall aus a nicht mit Hilfe der Grundrechnungsarten (Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren
und Dividieren) berechnen. Nicht einmal, wenn wir das Wurzelziehen als bekannte Operation

dazunehmen, gelingt es, ¢ durch a auszudriicken. Hier ist also etwas Neues gefordert!

Um eine Bezeichnung dafiir zur Hand zu haben, welchen Wert das Verhaltnis ¢ fiir einen
gegebenen Wert von a annimmt, brauchen wir einen neuen Namen. Wir nennen die Funktion,
die jedem Winkel oz den Wert des Seitenverhaltnisses % zuordnet, die Sinusfunktion oder kurz
Sinus, abgekiirzt mit sin. Mit anderen Worten, wir legen fest, dass

a
ino = — 2.2
sina = - (2.2)

gelten soll®. Eine sprachliche Kurzformel ergibt sich nach einem Blick auf Abbildung 2: Die

6 Statt sina kann auch sin(a) geschrieben werden, also mit der iiblichen Funktionsklammer. Wir werden
diese Schreibweise insbesondere dann verwenden, wenn wir den Sinus eines im GradmaB angegebenen Winkels
wie sin(30°) oder den Sinus eines zusammengesetzten Ausdrucks wie sin(90° — «) anschreiben. Gleiches gilt
auch fiir die nachfolgend definierten Funktionen cos, tan und cot.
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Seite a ist jene Kathete, die dem Winkel o gegeniiber liegt — wir nennen sie die Gegenkathete
von «. Die Seite c ist die Hypotenuse des Dreiecks. Wir kdnnen also knapp (ohne auf konkrete
Seitennamen Bezug zu nehmen) formulieren:

Gegenkathete (2.3)

sina = :
Hypotenuse

Um das Verhaltnis (—IZ durch « auszudriicken, nennen wir die Funktion, die jedem Winkel o den
Wert des Seitenverhiltnisses 2 zuordnet, die Cosinusfunktion oder kurz Cosinus (manchmal
auch Kosinus genannt), abgekiirzt mit cos. Mit anderen Worten, wir legen fest, dass

b
=2 2.4
cosa = - (2.4)

gelten soll. Da b jene Kathete ist, die dem Winkel o ,,anliegt”, nennen wir sie die anliegende
Kathete oder Ankathete von «.. Wir kdnnen also knapp (ohne auf konkrete Seitennamen Bezug

zu nehmen) formulieren:

Ankathet
cosa = A NEE (2.5)
Hypotenuse

Um das Verhaltnis % der beiden Katheten durch « auszudriicken, nennen wir die Funktion,
die jedem Winkel o den Wert des Seitenverhiltnisses 7 zuordnet, die Tangensfunktion oder
kurz Tangens, abgekiirzt mit tan. Damit gilt also’

tana = % (2.6)

oder, in einer Formulierung, die keine konkreten Seitennamen enthilt,

Gegenkathete
t =— 2.7
e Ankathete (27)

SchlieBlich nennen wir die Funktion, die jedem Winkel o den Wert des Seitenverhaltnisses
Zl; zuordnet, die Cotangensfunktion oder kurz Cotangens (manchmal auch Kotangens

genannt), abgekiirzt mit cot. Damit gilt also®

b Ankathete
cota = —

S — 2.8
a  Gegenkathete (28)

Die vier Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens sind nicht voneinander unabhangig,
sondern es bestehen zahlreiche Beziehungen zwischen ihnen. Dividieren wir etwa beide Seiten
des Satzes von Pythagoras (2.1) durch ¢?, so erhalten wir

2
a\ 2 b
(%) + (—) —1, (2.9)
c c
7 Statt tan wird manchmal auch die iltere Bezeichnung tg fiir den Tangens verwendet.
8 Statt cot wird manchmal auch die iltere Bezeichnung ctg fiir den Cotangens verwendet.
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was mit den Definitionen (2.2) und (2.4) die Identitat

2

sin® o + cos? a = 1 (2.10)

impliziert. Die Symbole sin® @ und cos® a stehen hier fiir (sina)? und (cos@)?. Wird ¢ mit
(a/c)

(o7 geschrieben, ergibt sich mit (2.6) die weitere Identitat

1/c erweitert, also in der Form

(2.11)

und da ¢ und 2 Kehrwerte voneinander sind (ihr Produkt ist ja gleich 1), erhalten wir mit
(2.8)

1
cota = —2% (2.12)

Die Funktionen tan und cot hatten wir statt wie in (2.6) und (2.8) gleich auch in der Form
(2.11) und (2.12) definieren kénnen.

Wenden wir uns nun dem Winkel 8 zu: Mit ihm kdnnen wir genau das Gleiche machen wie mit
dem Winkel o. Was fiir o die Gegenkathete war, ist fiir 3 nun die Ankathete, und umgekehrt.
Damit ergibt sich

b
sin 8 = _ = cosa (2.13)

und u
cos B = — =sina. (2.14)
c

Da im rechtwinkeligen Dreieck a4 3 = 90° gilt, folgern wir daraus, dass stets die Identitaten

sin(90° — a) = cos « (2.15)

cos(90° — ) = sin« (2.16)
gelten.

Unsere vier Winkelfunktionen sind nun durch (2.10), (2.11) und (2.12) sowie (2.15) — (2.16)
miteinander verbunden. Bitte merken Sie sich diese Beziehungen — sie werden oft bendtigt! Ist
fir einen konkreten Winkel der Wert einer der vier Winkelfunktionen bekannt, so kdonnen die
Werte der drei anderen recht einfach berechnet werden.

Apropos berechnen: Das Problem, wie die Werte der Winkelfunktionen berechnet werden,
ist damit noch nicht gelost. Wir haben ja lediglich Namen fiir bestimmte Seitenverhaltnisse
im rechtwinkeligen Dreieck vergeben. Wir werden das Problem auch hier nicht I6sen, son-
dern lberlassen konkrete Berechnungen — wie beispielsweise auch das Wurzelziehen — dem
Taschenrechner oder Computer. So finden wir etwa mit Hilfe eines geeigneten Werkzeugs
sin(17°) ~ 0.292371705 und cos(73) ~ 0.970941817.

Berechnen Sie zur Ubung mit Ihrem Taschenrechner oder dem von lhnen ver-
wendeten Computerprogramm sin(19°) und cos(3Z) ! Als Ergebnisse sollten Sie
erhalten: sin(19°) ~ 0.325568154 und cos(3X) ~ 0.222520934.
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Achten Sie darauf, ob lhre Eingabe im GradmaB oder im BogenmaB erfolgen muss!
Finden Sie heraus, ob bzw. wie Sie zwischen diesen beiden Optionen wechseln
konnen!

Hier ein kleiner Tipp: Wir werden gleich lernen, dass auch der Winkel 90° zuge-
lassen ist. Fiir ihn gilt sin(90°) = 1. Weiters ist sin(90) ~ 0.893996664. Beachten
Sie: sin(90) bedeutet sin(90rad). Berechnen Sie nun mit Ihrem Taschenrechner
,Sinus von 90"! (Je nach Funktionsweise des Rechners miissen Sie dafiir entweder
zuerst sin und dann 90 oder zuerst 90 und dann sin eingeben.) Ist das Ergebnis
1, so interpretiert |hr Rechner eine Winkeleingabe im GradmaB. Ist das Ergebnis
0.893996664, so interpretiert er eine Winkeleingabe im BogenmaB. (Falls Ihr Rech-
ner keinen Wechsel zwischen Grad- und BogenmaB vorsieht, miissen Sie, sofern
ein Winkel nicht im verlangten WinkelmaB angegeben ist, diesen zuerst wie im
vorigen Abschnitt besprochen umrechnen.)

Die Methoden, die diese elektronischen Hilfswerkzeuge benutzen, um konkrete Werte der Win-
kelfunktionen (ndherungsweise, aber im Prinzip beliebig genau) zu ermitteln, werden erst in der
hoheren Mathematik bereitgestellt, vor allem von der Differentialrechnung. Aber auch ohne
Kenntnis dieser Methoden konnen wir sehr viel Niitzliches mit Winkelfunktionen tun.

Einige ,schone” Winkel sind insofern Ausnahmen, als die Winkelfunktionen fiir sie ,, schéne*
Zahlenwerte annehmen, die sich durch die Grundrechnungsarten (inklusive Wurzelziehen) aus-
driicken lassen. Um sie zu ermitteln, benotigen wir keine technologische Hilfe, sondern nur die
konsequente Anwendung unserer Definitionen. So ist beispielsweise

sin(45°) = cos(45°) = @ = i (2.17)

2 V2

Warum? Ist in einem rechtwinkeligen Dreieck ein nicht-rechter Winkel gleich 45°, so hat es die
gleiche Form wie ein Geodreieck. Es gilt dann (mit den gleichen Seiten- und Winkelbezeich-
nungen wie bisher) a = b, und aus dem Satz von Pythagoras (2.1) folgt sofort 2a? = ¢?, also
a =b= 5. Mit unseren Definitionen (2.2) und (2.4) (oder den Kurzformeln (2.3) und (2.5))

ergibt sich damit sofort (2.17). Daraus folgt mit (2.11)
tan(45°) = 1, (2.18)
eine nicht nur einfache, sondern auch sehr wichtige Beziehung.

Zwei weitere Winkel, deren Werte fiir Sinus und Cosinus man kennen sollte, sind 30° und 60°.
Fir sie gilt:

sin(30°) = cos(60°) = (2.19)

N | —
[\
=

cos(30°) = sin(60°) = (2.20)

In einer Ubungsaufgabe am Ende dieses Skriptums sollen Sie das selbst zeigen!
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Wir lassen auch die Winkel 0° und 90° zu. Sie entsprechen dem Grenzfall eines zu einem Strich
zusammengeklappten rechtwinkeligen Dreiecks. Ist « = 0, so ist die Gegenkathete von « zu
einem Punkt geschrumpft und die Ankathete mit der Hypotenuse zusammengefallen, und mit
a = 90° ist es gerade umgekehrt. Damit ergibt sich

sin(0°) = cos(90°) = tan(0°) = cot(90°) = 0 (2.21)
cos(0°) = sin(90°) = 1. (2.22)

Der Tangens von 90° und der Cotangens von 0° sind nicht definiert, da man bei ihrer Berech-
nung durch 0 dividieren miisste®.

3 Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel

Das Konzept der Winkelfunktionen lasst sich auf natiirliche Weise fiir Winkel, die gréBer als 90°
sind, iibertragen. Dazu betrachten wir einen Punkt P auf dem Einheitskreis der Zeichenebene
(d.h. auf dem Kreis mit Radius 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung O liegt'®). Mit o wollen
wir den von der positiven ersten Achse aus im Gegenuhrzeigersinn bis zur Verbindungsstrecke
OP gemessenen Winkel bezeichnen. (Negative Winkel werden entsprechend im Uhrzeigersinn
gemessen.) In Abbildung 3 ist diese Situation fiir einen Punkt P dargestellt, der im ersten
Quadranten des Koordinatensystems liegt (d.h. dessen Koordinaten beide positiv sind) und
fiir den daher 0 < o < 90° gilt. Wir benutzen das rechtwinkelige Dreieck, dessen Katheten
in blau dargestellt sind und dessen Hypotenuse die Lange 1 (Radius des Einheitskreises!) hat,
um sin o und cos « abzulesen:

e sin« ist gleich der Gegenkathete von « (dividiert durch 1) und daher gleich der zweiten
Koordinate von P.

e cosa ist gleich der Ankathete von « (dividiert durch 1) und daher gleich der ersten
Koordinate von P.

Wir kdnnen den Punkt P daher in Koordinatenform P = (cosq,sin«) schreiben. In der
Abbildung gibt es noch ein zweites, zum ersten dhnliches rechtwinkeliges Dreieck, dessen
Hypotenuse auf der Verlangerung der Strecke OP zu einer Geraden (der Tragergeraden von
OP) liegt. Die Ankathete von « in diesem Dreieck liegt auf der ersten Achse und hat die
Lange 1 (Radius des Einheitskreises!). Die Gegenkathete liegt auf der , vertikalen” Geraden,
deren erste Koordinate gleich 1 ist (sie wird auch Tangens-Schiene genannt), und reicht von
der ersten Achse bis zum Schnittpunkt mit der Tragergeraden von OP. Wir lesen wieder ab:

e tan ist gleich der Gegenkathete von « (dividiert durch 1, der Lange der Ankathete)
und daher gleich der zweiten Koordinate des Schnittpunkts der Tangens-Schiene mit der
Tragergeraden von OP.

Damit ist tan « gleich dem Anstieg!! der Trigergeraden von OP.

9Manchmal wird — salopp — gesagt, tan(90°) sei , unendlich®. Obwohl das eine bequeme Ausdrucksweise
ist, sollte man sich dariiber im Klaren sein, dass sie im Grunde genauso falsch ist wie die Aussage, dass %
gleich ,,unendlich" ist.

10 Generell ist ein Einheitskreis ein Kreis mit Radius 1. Ist ein Koordinatensystem gegeben, so meint man
mit ,,dem" Einheitskreis den Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung.

11 Zum Begriff des Anstiegs siehe das Skriptum iiber lineare Funktionen und ihre Graphen.
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tan o

Y

Abbildung 3: Definition der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus und Tangens fiir beliebige
Winkel. Der Koordinatenursprung ist mit O bezeichnet, der Einheitskreis ist rot dargestellt.
P ist ein Punkt auf dem Einheitskreis im ersten Quadranten. Der Winkel a wird von der
positiven ersten Achse aus im Gegenuhrzeigersinn bis zur Strecke O P gemessen. Er ist kleiner
als 90°. Die Koordinaten des Punktes P sind dann cos« und sin . Der Tangens von « ist
gleich der zweiten Koordinate des Schnittpunkts der Trigergeraden der Strecke OP mit
jener Gerade, deren erste Koordinate gleich 1 ist (der Tangens-Schiene) und damit gleich
dem Anstieg der Tragergeraden von OP.

Wir konnen unser Konzept der Winkelfunktionen nun auf beliebige Winkel verallgemeinern:
Ist P ein beliebiger Punkt auf dem Einheitskreis (fiir den der Winkel « auch groBer als 90°
sein darf), so bezeichnen wir mit sin « die zweite Koordinate von P und mit cos « die erste
Koordinate von P. Mit anderen Worten: Wir definieren Sinus und Cosinus fiir beliebige Winkel
durch die Beziehung

P = (cosa,sina), (3.1)

d.h. als Koordinaten des Punktes P. Uber die Beziehungen (2.11) und (2.12) werden dann
tan o und cot « festgelegt.

Nun dehnen wir den Zahlenbereich, mit dem Winkel gekennzeichnet werden, noch weiter aus:
Wird «, beginnend mit 0°, kontinuierlich vergroBert, so wandert der Punkt P, beginnend mit
P = (1,0), wie die Spitze eines Uhrzeigers (aber im Gegenuhrzeigersinn) auf dem Einheitskreis.
Nach einem vollendeten Umlauf ist o auf 360° angewachsen und miisste nun wieder auf 0°
zuriickspringen. Das ist manchmal sehr unpraktisch, und so entschlieBen wir uns, beliebige
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Werte als Winkelangaben zuzulassen. Dabei miissen wir nur bedenken, dass zwei Winkel,
deren Differenz im GradmaB gleich 360° (im BogenmaB gleich 2 ) ist, die gleiche geometrische
Bedeutung haben. Wir identifizieren beispielsweise

Damit machen wir die Winkelfunktionen zu periodischen Funktionen — ein Aspekt, der uns
spater in diesem Skriptum, wenn wir uns ihre Graphen ansehen, noch begegnen wird.

\ A

>

ﬁ
cosa <f0
\

Abbildung 4: Definition der Winkelfunktionen Sinus und Cosinus fiir beliebige Winkel auf
dem Einheitskreis.
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Je nachdem, in welchem Quadranten P liegt, konnen unsere vier Winkelfunktionen nun auch
negative Werte annehmen. In Abbildung 4 ist illustriert, wie die Vorzeichen von Sinus und
Cosinus zustande kommen, wenn P in einem der vier Quadranten liegt. Der Tangens eines
Winkels ist auch im allgemeinen Fall gleich dem Anstieg der Tragergeraden von OP
(in Abbildung 4 blau strichliert eingezeichnet). Den vier Quadranten entsprechen folgende
Vorzeichenkombinationen:

e Abbildung 4 links oben: P liegt im ersten Quadranten, 0° < a < 90° (im BogenmaB:
0 < a < 7). Die Vorzeichen von (cos a,sina) sind (+, +). Weiters gilt tana > 0, da
die strichlierte Strecke einen positiven Anstieg hat.

e Abbildung 4 rechts oben: P liegt im zweiten Quadranten, 90° < a < 180° (im Bogen-
maB: 7 < a < 7). Die Vorzeichen von (cos a, sin a) sind (—, +). Weiters gilt tan o < 0,
da die strichlierte Strecke einen negativen Anstieg hat.

e Abbildung 4 links unten: P liegt im dritten Quadranten, 180° < a < 270° (im Bo-

genmaB: m < « < 3 7). Die Vorzeichen von (cosa,sina) sind (—,—). Weiters gilt

tana > 0, da die strichlierte Strecke einen positiven Anstieg hat.

e Abbildung 4 rechts unten: P liegt im vierten Quadranten, 270° < a < 360° (im Bo-
genmaB: 37 < o < 27). Die Vorzeichen von (cosa,sina) sind (+, —). Weiters gilt
tan a < 0, da die strichlierte Strecke einen negativen Anstieg hat.

e Fiir Winkelangaben < 0° und > 360° werden die Winkelfunktionen periodisch fortge-
setzt.

Ist & ein ganzzahliges Vielfaches des rechten Winkels, dann liegt P auf einer der Koordinaten-
achsen (d.h. auf einer Grenzlinie zwischen zwei Quadranten), und in diesem Fall ist einer der
beiden Werte fiir sin & und cos « gleich 0 und der andere 1 oder —1. Einer der beiden Werte
fiir tan e und cot «v ist dann gleich 0, der andere ist nicht definiert.

Die von uns friiher fiir Winkel zwischen 0° und 90° erhaltene Identitat (2.10) gilt ganz allge-
mein'? (sie driickt aus, dass P auf dem Einheitskreis liegt), und auch die Identitaten (2.15)
und (2.16) gelten fiir beliebige Winkel «.

Aufgrund der Definitionen von Sinus und Cosinus als Koordinaten eines Punktes
auf dem Einheitskreis liegt es auf der Hand, dass diese beiden Winkelfunktionen
zur Beschreibung von Kreisbewegungen benutzt werden kénnen. Bewegt sich
der Punkt P, beginnend mit P = (1,0) zum Zeitpunkt ¢ = 0, mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w im Gegenuhrzeigersinn auf dem Einheitskreis, so ist der
Winkel o zu einem Zeitpunkt t gleich wt. Die Winkelgeschwindigkeit w gibt an,
welcher Winkel pro Zeitintervall von einem Pfeil (,, Zeiger"), der vom Ursprung zum
Punkt P verliuft, , iiberstrichen® wird'3. Der Punkt P hat dann die Koordinaten

12 Aus der Identitit (2.10) folgt iibrigens, dass cos a entweder gleich /1 — sin? a oder gleich —v/1 — sin? &
ist, je nachdem, in welchem Quadranten P liegt.

13 Das ist ganz analog zur Geschwindigkeit, die angibt, welche Strecke pro Zeitintervall zuriickgelegt wird.
Eine typische Einheit der Geschwindigkeit ist m/s (Meter pro Sekunde), und analog dazu wird eine Winkelge-
schwindigkeit entweder (wenn der Winkel im GradmaB gemessen wird) in Grad pro Sekunde oder (wenn der
Winkel im BogenmaB gemessen wird) in Radiant pro Sekunde, d.h. einfach in Sekunde™! (s!) angegeben.
Siehe dazu auch FuBnote 22.
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P(t) = (cos(wt),sin(wt)).

cos(—a)
=cosa ™| .

sin o

Y

Abbildung 5: Sinus und Cosinus beliebiger Winkel kénnen auf Winkel, die zwischen 0° und
90° liegen, zuriickgefiihrt werden. Hier zwei Beispiele:

— Links: Zur lllustration der Identitdten (3.6) und (3.7).

— Rechts: Zur lllustration der Identititen (3.8) und (3.9).

Jene Werte der Winkelfunktionen, fiir die P nicht im ersten Quadranten liegt, konnen leicht auf
rechtwinkelige Dreiecke zuriickgefiihrt werden, wie Abbildung 5 (links) anhand eines Winkels
zwischen 90° und 180° zeigt. Der eingezeichnete Hilfswinkel 3 tritt in einem rechtwinkeligen
Dreieck auf, womit sich die Koordinaten von P durch sin 5 und cos 3, die aus den Definitionen
(2.3) und (2.5) folgen, ausdriicken lassen. Da a und 3 zusammen einen gestreckten Winkel
bilden, also § = 180° — « gilt, erhalten wir die zwei ldentitdten

sin(180° — o) = sin« (3.6)

cos(180° — a) = — cos a, (3.7)

die sogar fiir beliebige Winkel o gelten.
Zwei weitere |dentitaten, die fiir beliebige Winkel gelten, sind

sin(—a) = —sina (3.8)
cos(—a) = cosq, (3.9)

wie in Abbildung 5 (rechts) fiir & zwischen 0° und 90° gezeigt. Wir sagen, dass der Sinus eine
ungerade Funktion und der Cosinus eine gerade Funktion ist'*.

SchlieBlich gelten die Identitaten

sin(a 4+ 360°) = sin« (3.10)
cos(a + 360°) = cos (3.11)

14 Mehr zu diesen beiden Begriffen finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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gemaB unserer Vereinbarung, dass die Werte jeder Winkelfunktion fiir unterschiedlich angege-
bene Winkel, die aber geometrisch das Gleiche bedeuten, gleich sind. Wir sagen, dass Sinus und
Cosinus periodische Funktionen'® mit Periode 360° (im BogenmaB: 2 7) sind. Da sich die
Werte von Tangens und Cotangens bereits nach einer halben Umrundung des Einheitskreises
wiederholen (iiberlegen Sie selbst, warum!), gilt

tan(a + 180°) = tan« (3.12)
cot(a + 180°) = cot « (3.13)

fiir beliebige . Daher sind auch der Tangens und der Cotangens periodische Funktionen,
allerdings mit (kleinster) Periode 180° (im BogenmaB: 7).

Abbildung 6 zeigt die Werte von Sinus und Cosinus fiir einige haufig auftretende Winkel im
Einheitskreis.

cos(F) = —3 cos(3) =0 cos(%) =1
sin(30) = 2v/3 sin(7) = 1 sin(3) = 3v/3

; : iy 1

cos() = —3 cos(%F) =0 cos( ) = 3
Iy . . . L/
sin(4) = —3V3 | |sin(3z) = 1| [sin(¥) = =33

Abbildung 6: Sinus und Cosinus fiir einige hiufig auftretende Winkel im Einheitskreis. Fiir
die Werte im ersten Quadranten vgl. (2.17), (2.19) und (2.20).

15 Mehr zu diesem Begriff finden Sie im Skriptum Der Funktionenzoo.
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4 Winkelfunktionen in beliebigen Dreiecken

In beliebigen (also nicht notwendigerweise rechtwinkeligen) Dreiecken gelten zwei Satze, die
fiir geometrische Berechnungen wichtig sind, und die wir (ohne Beweis) angeben. Mit der
gleichen Bezeichnungskonvention, die wir bereits friiher fiir rechtwinkelige Dreiecke verwendet
haben (die Seiten sind a, b und ¢, die ihnen jeweils gegeniiberliegenden (Innen-)Winkel sind
a, 5 und 7), lauten sie:

Sinussatz: ] " .
sina  sin sin 7y
= = 4.1
a b c (41)
was auch in der Form
s%na:g, s'%nﬂzlzl s'in’yzf (4.2)
sinff b siny ¢ sina  a

angeschrieben werden kann'®. In Worten besagt (4.1), dass das Verhiltnis ,, Sinus eines Winkels
zur gegeniiberliegenden Seite" fiir alle drei Winkel gleich ist. (4.2) besagt, dass das Verhiltnis
zweier Seiten gleich dem Verhéltnis der Sinusse der gegeniiberliegenden Winkel ist.

Cosinussatz:

A =a>+b>—2abcosy
a*> =b*+c—2bccosa

V> =c®+a® —2ca cosf. (4.5)

Beachten Sie, in welchen Kombinationen die Seiten und Winkel hier vorkommen: Links tritt
jeweils eine Seite auf, rechts treten die zwei anderen Seiten und der von ihnen eingeschlossene
Winkel auf.

Ist einer der Winkel, sagen wir v, gleich 90°, so ist gemaB (2.21) cosy = 0,
womit (4.3) in den Satz von Pythagoras (2.1) iibergeht. Wird dann ¢* in den
anderen beiden ldentititen durch a? + b? ersetzt, so reduzieren sich diese auf
die Definitionen von Sinus und Cosinus im rechtwinkeligen Dreieck, besagen also
nichts Neues. Der Cosinussatz kann daher als Verallgemeinerung des Satzes von
Pythagoras auf beliebige Dreiecke angesehen werden.

Die Formeln (4.3)—(4.5) konnen nach den Cosinussen der Winkel aufgeldst werden. Daher
kann der Cosinussatz dazu benutzt werden, die Winkel in Dreiecken, in denen nur Langen
bekannt sind, zu berechnen!”.

16 Wir erwshnen nebenbei zwei weitere interessante Beziehungen: Fiir den Flicheninhalt A eines Dreiecks
gilt 2A =absiny =bcsina = ca sin 3. Fiir den Radius R des Umkreises gilt 2R = 2— = sigﬂ = Si;’v.

17 Das verweist auf eine tiefere, fiir die Grundlagen der Mathematik wichtige Bedeutung des Cosinussatzes:
Mit seiner Hilfe lasst sich der Winkelbegriff auf den Langenbegriff zuriickfiihren.
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5 Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen

Gerade haben wir gesagt, dass der Cosinussatz dazu benutzt werden kann, die Winkel in
Dreiecken, in denen nur Langen bekannt sind, zu berechnen.

Gilt beispielsweise a = 4, b =5 und ¢ = 6, so folgt aus (4.3), dass cosy = 3 ist.

Das wirft die Frage auf, welche Winkel einen Cosinus von % haben.

1
8

Auch im Zusammenhang mit dem Sinussatz tritt eine derartige Problemstellung auf:

Ist etwa in einem Dreieck @ = 7, b = 3 und a = 63°, so berechnen wir mit (4.2)
sinf = % sina = % sin(63°) ~ 0.38186. Hier stehen wir vor der Frage, welche
Winkel einen Sinus von 0.38186 haben.

Die numerische Berechnung von Winkeln, deren Sinus oder Cosinus wir kennen, lassen wir wie-
der unsere elektronischen Werkzeuge (Taschenrechner oder Computerprogramm) durchfiihren.
Es ist aber niitzlich, den Operationen, die diese Werkzeuge durchfiihren, einen Namen zu geben.
Wir nennen Sie die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen, kurz inverse Winkelfunk-
tionen oder Arcusfunktionen'®. Es sind dies:

e Die Funktion Arcus Sinus (Symbol arcsin oder kurz asin) weist jeder Zahl ¢, die
zwischen —1 und 1 liegt, jenen (eindeutig bestimmten) Winkel « zu, fiir den sina = ¢
gilt und der zwischen —90° und 90° (im BogenmaB: zwischen —7 und 7) liegt.

e Die Funktion Arcus Cosinus (Symbol arccos oder kurz acos) weist jeder Zahl ¢, die
zwischen —1 und 1 liegt, jenen (eindeutig bestimmten) Winkel « zu, fiir den cosa = ¢

gilt und der zwischen 0° und 180° (im BogenmaB: zwischen 0 und ) liegt.

e Die Funktion Arcus Tangens (Symbol arctan oder kurz atan) weist jeder reellen Zahl
¢ jenen (eindeutig bestimmten) Winkel « zu, fiir den tana = ¢ gilt und der zwischen

—90° und 90° (im BogenmaB: zwischen —7 und 7) liegt.

e Die Funktion Arcus Cotangens (Symbol arccot oder kurz acot) weist jeder reellen
Zahl ¢ # 0 jenen (eindeutig bestimmten) Winkel a zu, fiir den cota = ¢ gilt und
der zwischen —90° und 90° (im BogenmaB: zwischen —7 und 7) liegt. Fiir ¢ = 0 ist

acot(0) = 90° = 7 definiert.

Der tiefere Grund fiir diese recht kompliziert anmutenden Beschreibungen liegt darin, dass ein
Winkel durch den Wert einer seiner Winkelfunktionen nicht eindeutig bestimmt ist. So gibt
es beispielsweise zwei Winkel zwischen 0° und 360°, deren Sinus gleich % ist, namlich 30°
und 150°. (Das geht aus der Darstellung des Sinus als zweite Koordinate des entsprechenden
Punktes P auf dem Einheitskreis gemaB Abbildung 4 hervor: Es gibt genau zwei Méglichkeiten
fir P, am Einheitskreis zu liegen und als zweite Koordinate % zu haben. Sie entsprechen
genau den Winkeln o = 30° und a = 150°. Zeichnen Sie diese Situation auf!) Wollen wir das

Bilden des Sinus ,,umkehren”, so missen wir eine Wahl treffen, welcher dieser beiden Winkel

18 \/om lateinischen arcus fiir .Bogen". Erinnern Sie sich, dass ein Winkel im BogenmaB als Linge des
Bogens am Einheitskreis gemessen wird! Funktionen, deren Funktionswerte Winkel sind, werden daher als
Arcusfunktionen bezeichnet, und ihren Symbolen wird ein arc (oft zu a verkiirzt) vorangestellt.
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ausgegeben werden soll, und das Gleiche gilt auch fiir die anderen Winkelfunktionen!®. Die
obige Beschreibung der Arcusfunktionen driickt eine solche Wahl aus.

Auf wissenschaftlichen Taschenrechnern sind die Tasten fiir die inversen Winkel-
funktionen entweder durch ein vorangestelltes ,arc” (oder ,,a") oder durch ein
hochgestelltes ~! gekennzeichnet. Den Arcus Sinus finden Sie also unter einer der
Bezeichnungen ,arcsin, , asin oder ,sin~!*“, manchmal auch, indem vor ,sin"
eine Taste namens ,inv" gedriickt wird. Um diese Funktionen nutzen zu kdnnen,
miissen Sie allerdings wissen, ob die Ausgabe im GradmaB oder im Bogenmal
erfolgt.

Hier ein niitzlicher Tipp: Um zu testen, in welchem WinkelmaB Ihr Rechner einen
Winkel ausgibt, missen Sie lediglich asin(1) berechnen. Ist das Ergebnis 90, so
handelt es sich um eine Ausgabe im GradmaB, die als 90° zu verstehen ist. Ist das
Ergebnis 1.570796327, so handelt es sich um eine Ausgabe im BogenmaB, die als
5 zu verstehen ist.

Falls Sie mit Hilfe der inversen Winkelfunktionen Dreiecksberechnungen durchfiihren, so be-
denken Sie, dass in einem Dreieck nur (Innen-)Winkel zwischen 0° und 180° auftreten kénnen.
Das entspricht gemaB Abbildung 4 der Situation, dass der Punkt P im ersten oder zweiten
Quadranten (also oberhalb der ersten Achse) liegt. Ist der Cosinus eines solchen Winkels (also
die erste Koordinate von P) bekannt, so ist der Winkel eindeutig bestimmt und wird mit Hilfe
der Arcus Cosinus-Funktion berechnet.

Damit konnen wir das erste der oben gestellten Probleme l6sen: Gilt in einem
Dreieck @ = 4, b =5 und ¢ = 6, so folgt aus (4.3), dass cos~y = é ist. Daher ist
v = acos(3) ~ 82.819° (im BogenmaB ~ 1.4455).

Ist hingegen der Sinus eines Winkels zwischen 0° und 180° (also die zweite Koordinate von
P) bekannt (und # 1), so gibt es zwei Winkel zwischen 0° und 180°, die den gleichen Sinus
haben. Die Arcus Sinus-Funktion gibt einen dieser beiden Winkel aus (und zwar jenen, der
zwischen 0° und 90° liegt). Ist einer der beiden Winkel «, so ist der andere 180° — av. Welcher
der gesuchte ist (oder ob das gestellte geometrische Problem zwei Lésungen hat), muss dann
aus dem jeweiligen Kontext erschlossen werden.

Damit konnen wir das zweite der oben gestellten Probleme I6sen: Ist in einem
Dreieck @ = 7, b = 3 und a = 63°, so berechnen wir mit (4.2) sinff =
g sina ~ 0.38186. Daher gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Winkel 3, namlich
f1 ~ asin(0.38186) ~ 22.4489° (im BogenmaB: ~ 0.391808) und [, = 180° —
p1 ~ 157.551° (im BogenmaB: ~ 2.74978). Da aber o + (B2 mit ungefahr 221°
groBer als 180° ist, kann S5 kein Innenwinkel eines Dreiecks sein und scheidet aus.
Das Problem besitzt eine eindeutige Losung, namlich 5 = ;. Zeichnen Sie die

angegebene geometrische Problemstellung auf!

19 Das ist ganz analog zum Quadrieren und dem Wourzelziehen: Es gibt zwei Zahlen, deren Quadrat 4 ist,
namlich —2 und 2. Bei der Umkehrung, dem Wurzelziehen, entscheiden wir uns fiir die positive Zahl, also 2,
und legen fest: v/4 = 2.
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Ahnliche Mehrdeutigkeiten gibt es auch fiir den Tangens und den Cotangens.

Wie die Winkelfunktionen sind auch die Arcusfunktionen nicht voneinander unabhangig. So
besteht beispielsweise zwischen der Arcus Sinus- und der Arcus Cosinus-Funktion die Identitat
T

asin (z) + acos () = 90° = 5 (5.1)

fiir alle 2 zwischen —1 und 1. (Uberlegen Sie, warum!)

6 Graphen der Winkelfunktionen

Um die Werte und Vorzeichen der Winkelfunktionen, ihre Periodizitat, die Verwandtschafts-
verhaltnisse fiir Winkel, die unterschiedlichen Quadranten am Einheitskreis entsprechen, und
die Monotonieeigenschaften dieser Funktionen schnell zu iiberblicken, ist die grafische Dar-
stellung die geeignetste. Wie die Graphen der Sinus- und der Cosinusfunktion aussehen, ergibt
sich qualitativ durch ihre Darstellung am Einheitskreis (Abbildung 4): Wahrend P einmal im
Gegenuhrzeigersinn um den Einheitskreis lauft, o daher um 360° oder 2 w zunimmt, wachsen
bzw. fallen sin a und cos « je nachdem, in welchem Quadranten sich P gerade befindet. Liegt
P auf einer Koordinatenachse, so ist einer der beiden Werte 0 und der andere —1 oder 1,
sodass die Graphen ein ,,Auf und Ab" zwischen den Werten —1 und 1 (oder, wenn man sich
« als Zeit vorstellt, das Verhalten von ,,Schwingungen") zeigen. Der Tangens (als Quotient
,Sinus durch Cosinus®” bzw. als Anstieg der Tragergeraden von OP) kann beliebige Werte
annehmen und ist dann, wenn P auf der zweiten Achse liegt, nicht definiert. Der Cotangens
(als ,,1 durch Tangens") kann ebenfalls beliebige Werte annehmen und ist dann, wenn P auf
der ersten Achse liegt, nicht definiert.

Die Graphen dieser vier Funktionen sind in Abbildung 7 gezeigt. Da der Winkel (die un-
abhangige, auf der ersten Achse aufgetragene Variable) im Zusammenhang mit den Graphen
meist im BogenmaB angegeben wird, machen wir das auch so. Stellen wir die wichtigsten
Eigenschaften, die sich aus den Verlaufen der Graphen ergeben (und die wir zum Teil bereits
gefunden haben), zusammen:

e Sinus und Cosinus sind periodische Funktionen mit Periode 2 7. Tangens und Cotangens
sind periodische Funktionen mit Periode 7.

e Sinus und Cosinus nehmen Werte zwischen —1 und 1 an. Tangens und Cotangens kdnnen
beliebige reelle Werte annehmen.

e Die Graphen von Sinus und Cosinus sind zueinander in Richtung der ersten Achse ver-
schoben, haben aber ansonsten die gleiche Form. Das entspricht der Identitat

cos (a - %) =sina, (6.1)

die wir — nun im BogenmaB ausgedriickt — aus (2.16) und (3.9) erhalten. Sie besagt, dass
wir den Graphen der Sinusfunktion erhalten, indem wir den Graphen der Cosinusfunktion
um 7 nach rechts verschieben. Wir konnen sie auch in der Form

cos o = sin (a + g) (6.2)
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sin a, cos a, tan a, cot

A
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cot tan cot tan cot tan

sin
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Abbildung 7: Die Graphen der vier Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotan-
gens. Die unabhingige Variable (der Winkel &) ist im BogenmaB angegeben.

anschreiben, was besagt, dass wir den Graphen der Cosinusfunktion erhalten, indem wir

den Graphen der Sinusfunktion um 7 nach links verschieben.

e Die Nullstellen der Sinusfunktion liegen bei allen ganzzahligen Vielfachen von 7. Die
Nullstellen der Cosinusfunktion sind entsprechend verschoben. Wo eine der beiden Funk-
tionen eine Nullstelle hat, hat die andere ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum.

e Die strichlierten ,,vertikalen® Hilfslinien in Abbildung 7 bei den ganzzahligen Vielfachen

von 7 (also 90°) markieren jene Winkel, fiir die der Tangens oder der Cotangens nicht

definiert ist. Sie sind Asymptoten der entsprechenden Graphenstiicke.

e Die Graphen der Winkelfunktionen zeigen, dass es fiir keine von ihnen eine globale
Umbkehrfunktion gibt. Ist etwa ein Winkel gesucht, dessen Sinus gleich % ist, so entspricht
das der Gleichung sina = % Um sie grafisch zu 16sen, miissen wir die Schnittpunkte des
Graphen der Sinusfunktion mit jener (,,horizontalen”, also zur ersten Achse parallelen)
Geraden, deren zweite Koordinate iiberall gleich % ist, ermitteln. Klarerweise gibt es
unendlich viele Losungen, von denen zwei im Bereich zwischen 0 und 7 = 180° liegen,

s

ndmlich & = £ = 30° und v = 2% = 150°, wie wir bereits friiher festgestellt haben.

Ahnliches gilt auch fiir die anderen Winkelfunktionen.
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7 Abkommlinge der Sinus- und der Cosinusfunktion

Die im vorigen Abschnitt besprochenen Graphen legen es nahe, Schwingungsvorgange (wie
etwa den zeitlichen Verlauf einer Wechselspannung) durch die Sinus- oder Cosinusfunktion zu
beschreiben?’. Dazu lassen wir den Winkel o gemiB o = wt von der Zeit ¢t abhingen (wie wir
das bereits friither bei der Betrachtung der gleichmaBigen Bewegung eines Punktes auf dem
Einheitskreis gemacht haben). Hangt eine GroBe s gemaB

s(t) = A sin(wt) (7.1)

von der Zeit ab, wobei A eine positive Konstante ist, so sprechen wir von einer harmonischen
Schwingung. Die Konstante w wird in diesem Zusammenhang Kreisfrequenz genannt?!, die
Konstante A heiBt Amplitude. Die Periodendauer, d.h. die Zeit, wahrend der eine vollstandige
Periode durchlaufen wird, ist durch 7" = 27” gegeben, die Frequenz®? durch f = % = 5=
Wollen wir (7.1) durch die Frequenz oder durch die Periodendauer ausdriicken, so kénnen wir
stattdessen auch eine der beiden Formen

2
s(t) =Asin(27 ft) = A sin (% t> (7.2)
benutzen. Etwas allgemeiner als (7.1) kdnnen wir zur Beschreibung einer Schwingung

s(t) = A sin(wt + 0) (7.3)

ansetzen, wobei § die Anfangsphase ist, da der Term wt + 9, von dem die Sinusfunktion
gebildet wird, zur (Anfangs-)Zeit t = 0 den Wert ¢ hat®.

Treten in einer Anwendungssituation mehrere durch Funktionen der Form (7.3) beschriebene
Schwingungen (z.B. Wechselspannungen und Wechselstrome) mit unterschiedlichen Amplitu-
den, Frequenzen und Anfangsphasen auf, so ist es niitzlich, ein bisschen {iber die Graphen
solcher Funktionen zu wissen. Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) bezeichnen wir die
unabhangige Variable im Folgenden mit . Wir kdnnen uns ¢ als Zeit vorstellen. Um uns nicht

20 Ob man lieber die Sinusfunktion oder die Cosinusfunktion dafiir verwendet, ist Geschmackssache, da die
beiden Funktionen — wie (6.1) und (6.2) zeigen — ja nur um 7 , versetzte" Versionen voneinander sind.

21 Sie misst, wie schnell sich der Winkel, von dem der Sinus gebildet wird, also wt, mit der Zeit dndert.
Eine ganz hnliche Situation haben wir bereits frither in diesem Skriptum erwéhnt (blattern Sie zuriick!): Auch
beim gleichmaBigen Umlauf eines Punktes auf dem Einheitskreis tritt ein Winkel auf, der proportional zur Zeit
anwdachst. Die dort aufgetretene Konstante, die Winkelgeschwindigkeit, wurde mit dem gleichen Symbol w
bezeichnet, da sie in formaler Hinsicht die gleiche Rolle spielt wie hier die Kreisfrequenz.

22 Dass der Zusammenhang zwischen Frequenz und Periodendauer durch f = % gegeben ist, kdnnen Sie
sich so iiberlegen: Wahrend einer Periodendauer T wird 1 Schwingung ausgefiihrt. Werden in einer Sekunde 10
komplette Schwingungen ausgefiihrt, so dauert eine Schwingung %0 Sekunde. In dieser Situation ist 7' = % s
und f =10 Schwingungen pro Sekunde oder 10 Hz, wobei Hz (fiir Hertz, nach Heinrich Hertz, 1857 — 1894)
die zur Angabe von Frequenzen verwendete Abkiirzung von s™! ist. Fiir Winkelgeschwindigkeiten wird diese
Abkiirzung iibrigens nicht empfohlen, obwohl sie theoretisch méglich ware.

23 Physik und Technik wird das Argument einer Sinus- oder Cosinusfunktion, im Fall (7.1) also wt, im
Fall (7.3) wt + ¢, oft als Phase bezeichnet, insbesondere dann, wenn es sich nicht um einen geometrischen
Sachverhalt handelt, in dem das Wort ,,Winkel” angebracht wire. Im Laufe einer kompletten Periode (d.h.

einer vollstandigen Schwingung) wichst die Phase um 2.
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mit physikalischen Einheiten herumzuschlagen, behandeln wir ¢ als dimensionslos®*. Nun be-
trachten wir die durch

fo(t) = sint (7.4)
fi(t) = 2 sint (7.5)
fa(t) = sin(31) (7.6)
f3(t) = 2 sin(3¢) (7.7)
fa(t) = sin (t - g) (7.8)
f5(t) = 2 sin (315 - g) (7.9)
definierten Funktionen fy, ..., f5, besprechen ihre Eigenschaften und sehen uns ihre (in Ab-

bildung 8 gezeigten) Graphen an®®

e fj ist die Sinusfunktion, deren Graph bereits in Abbildung 7 dargestellt wurde. Wie wir
bereits wissen, ist sie periodisch mit Periode 2 7. Im Hinblick auf die allgemeine Form
(7.3) kénnen wir ihr die Amplitude A = 1, die Kreisfrequenz w = 1 (daher die Frequenz
f = 5= und die Periodendauer T' = 27) und die Anfangsphase § = 0 zuschreiben. Aus

2w
ihren Eigenschaften ergeben sich jene der Funktionen f; bis fs.

e Die Werte der Funktion f; sind an jeder Stelle ¢ doppelt so groB wie jene der Sinusfunk-
tion fy. Der Graph von f; geht aus jenem von f; hervor, indem dieser in die Richtung
der zweiten Achse um den Faktor 2 gestreckt wird. f; ist periodisch mit Periode 2 7.
Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben wir f; die Amplitude A = 2, die
Kreisfrequenz w = 1 (daher die Frequenz f = %r und die Periodendauer 7' = 2 ) und

2
die Anfangsphase 6 = 0 zu.

e Der Wert der Funktion f5 an einer Stelle ¢ ist gleich dem Wert der Sinusfunktion fy an
der Stelle 3¢, die also dreimal so weit vom Nullpunkt entfernt liegt wie ¢. Daher geht der
Graph von f5 aus jenem von fy hervor, indem dieser in die Richtung der ersten Achse

um den Faktor % 5 gestaucht wird. f; ist periodisch mit Periode 2%. Im Hinblick auf die
allgemeine Form (7.3) schreiben wir f, die Amplitude A = 1, d|e Krelsfrequenz w =3
(daher die Frequenz f = % und die Periodendauer T" = 2—“) und die Anfangsphase
0 =0 zu.

e Die Funktion f3 wird aus der Sinusfunktion f, durch eine Verdopplung der Amplitude

und eine Verdreifachung der Kreisfrequenz erhalten. f3 ist periodisch mit Periode %”

24 Physikalisch wird die Zeit natiirlich in einer Zeiteinheit gemessen, z.B. in Sekunden. Daraus ergibt sich
die Einheit der Kreisfrequenz als Sekunde™! (s~!). Das ist die gleiche Einheit, in der wir die Frequenz messen,
und es ist auch die gleiche Einheit, die wir bereits friiher fiir die Winkelgeschwindigkeit identifiziert haben,
siehe die FuBnoten 13 und 22. Wenn wir vereinbaren, dass ¢ die ,, Zahl der Sekunden" darstellt, wird t zu einer
dimensionslosen Variable. Die Zeit, die einem konkreten Wert von ¢ entspricht, ist dann genau genommen
nicht ¢, sondern ,t Sekunden". Als Folge werden dann die GréBen w und f ebenfalls dimensionslos: Die
Winkelgeschwindigkeit ist ,,ws™!", die Frequenz ist ,, f Hz".

25 |m Skriptum Quadratische Funktionen und ihre Graphen wurde anhand der quadratischen Funktionen
vorgefiihrt, wie die Graphen von Funktionen gewonnen werden, die aus einer bekannten Funktion durch der-
artige Transformationen hervorgehen. Wenn Sie sich nicht mehr daran erinnern, lesen Sie die entsprechenden
Stellen noch einmal durch!
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Abbildung 8: Die Graphen der in (7.4) — (7.9) definierten Funktionen.

Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben wir f; die Amplitude A = 2, die
Kreisfrequenz w = 3 (daher die Frequenz f = 5> und die Periodendauer 7' = £F) und

2
die Anfangsphase 6 = 0 zu.

e Der Wert der Funktion f; an einer Stelle t ist gleich dem Wert der Sinusfunktion fy an

der Stelle ¢ — %, der also um % weiter links liegt als ¢. Daher geht der Graph von f,

aus jenem von fy hervor, indem dieser um % in Richtung der ersten Achse (d.h. nach

rechts) verschoben wird. f; ist periodisch mit Periode 2 7. Im Hinblick auf die allgemeine

Form (7.3) schreiben wir f; die Amplitude A = 1, die Kreisfrequenz w = 1 (daher die

Frequenz f = % und die Periodendauer 7" = 27) und die Anfangsphase § = —%

zu. Wir sagen, das fy und f, zueinander phasenverschoben sind. Ein Check ergibt sich,
indem wir die kleinste positive Nullstelle von f, am Graphen ablesen: Sie liegt bei ¢ = 3.

Die Rechnung bestitigt: f4 (£) =sin (5 — £) =sin0 = 0.

e Die Funktion f5 wird aus der Sinusfunktion fy durch eine Verdopplung der Amplitude,
eine Verdreifachung der Kreisfrequenz und eine Phasenverschiebung um —3% erhalten.
f5 ist periodisch mit Periode %” Im Hinblick auf die allgemeine Form (7.3) schreiben
wir f5 die Amplitude A = 2, die Kreisfrequenz w = 3 (daher die Frequenz f = % und

die Periodendauer T' = %”) und die Anfangsphase 6 = —% zu. Die Funktionen f5 und

f3 besitzen die gleiche Amplitude und die gleiche Kreisfrequenz. Sie unterscheiden sich
nur durch den Wert der Anfangsphase 9, sind daher zueinander phasenverschoben. |hre

Phasenverschiebung betrdgt T. Dementsprechend sind sie auch zeitverschoben. Wenn

wir f5 und f3 als von einem Empfanger gemessene Signale interpretieren, kommt das
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durch f3 beschriebene Signal ein bisschen friiher an als das durch f; beschriebene. Um
den Wert der Zeitverschiebung zu ermitteln, formen wir 3t—§ zu 3 ( — %) um. Daraus
ergibt sich, dass der Graph von f5 aus jenem von f3 durch eine Verschiebung um X in

24
Richtung der ersten Achse (d.h. nach rechts oder ,,spater™) hervorgeht.

Die Klasse der Funktionen vom Typ (7.3) wird auch als ,,allgemeine Sinusfunktion" bezeich-
net. Analog dazu kdnnen wir zur Beschreibung von Schwingungen auch die Cosinusfunktion
benutzen und

s(t) = A cos(wt +¢") (7.10)

schreiben. Aus (6.1) folgt, dass (7.10) die gleiche Schwingung wie (7.3) beschreibt, wenn
8" = 0 —  gesetzt wird. Eine dritte, zu (7.10) und (7.3) gleichwertige Form der Beschreibung
von Schwingungen besteht darin, s(¢) als Linearkombination einer Sinus- und einer Cosinus-
funktion, beide ohne ¢'s, anzusetzen:

s(t) = B sin(wt) + C cos(wt). (7.11)

Die Amplitude der Schwingung ist in dieser Darstellungsform durch v/ B? + C? gegeben. (7.11)
beschreibt die gleiche Schwingung wie (7.3), wenn A = +/B? + C? gesetzt und § geeignet
gewahlt wird.

8 Sinus und Tangens fiir kleine Winkel

Fir Winkel «, die im BogenmaB angegeben sind und deren Betrag sehr viel kleiner als 1 ist,
gilt

sina ~ tana ~ a. (8.1)
Das ist eine in vielen Situationen niitzliche Naherung, die aus der in Abbildung 9 wiederge-

gebenen Skizze hervorgeht. Ist |o| < 0.1 (was im GradmaB |a| < 6° entspricht), so ist der
relative Fehler kleiner als ein halbes Prozent.

sin o tan «

>

Abbildung 9: Ein im BogenmaB angegebener Winkel « ist gleich der Lange des Bogens am
Einheitskreis (rot). Je kleiner der Betrag von «, umso &hnlicher sind sin o, tan o und «.

Dass fiir kleine Winkel sin o ~ tan « gilt, driickt sich in Abbildung 7 dadurch aus, dass die
Graphen der Sinus- und der Tangensfunktion bei o = 0 zueinander tangential sind.
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9 Sekans und Cosekans

Zwei Winkelfunktionen, die vor allem im englischsprachigen Raum benutzt werden und die
Ihnen vielleicht einmal bei der Ausgabe eines Computeralgebrasystems oder in der Literatur
begegnen, sind:

Der Sekans (Betonung auf dem ,e") eines Winkels « ist definiert durch

1
= , 9.1
sec «v p— (9.1)
der Cosekans (Betonung auf dem ,,0") eines Winkels « ist definiert durch
: (9.2)
csca = .
sin «v

10 Additionstheoreme

Zum Abschluss erwahnen wir noch, dass es zahlreiche Identitaten gibt, in denen Winkelfunk-
tionen von Summen und Summen von Winkelfunktionen vorkommen. Die wichtigsten dieser
Additionstheoreme (oder Summensitze) lauten:

sin(a + ) = sina cos § + cos « sin (10.1)

cos(a + 3) = cos v cos f — sina sin 3 (10.2)
_ tan(a) + tan(f)

tana + ) = 1 — tan(«) tan(p) (103)

sina +sinf = 2 sin (a;ﬁ> Ccos (a;ﬁ) (10.4)

cosa + cos B = 2 cos (%—Fﬁ) coS <a ; B) . (10.5)

Sie gelten fiir beliebige Winkel a und /5 (ausgenommen in (10.3) jene Werte, fiir die eine der
auftretenden Tangensfunktionen nicht definiert ist).

Beispiel fiir eine praktische Anwendung: Aus (10.1) folgt mit « = wt und 8 =,
dass eine in der Form (7.3) beschriebene harmonische Schwingung auch in der
Form (7.11) angeschrieben werden kann. Es folgen dann mit B = A cosd und
C' = Asiné die Umrechnungsformeln zwischen den Konstanten (A, d) und den
Konstanten (B, C).

Mit 5 = « erhalten wir aus (10.1) und (10.2) die Identitaten

sin(2a) = 2 sina cos (10.6)

cos(2a) = cos® a — sin? a, (10.7

die oft verwendet werden, um Ausdriicke, die Winkelfunktionen enthalten, zu vereinfachen.
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11 Ubungsaufgaben

Hier einige Ubungsaufgaben, die Sie mit Hilfe des in diesem Skriptum Gesagten bewiltigen
konnen sollten:

e Berechnen Sie (ndherungsweise, auf 4 signifikante Stellen genau) die durch Symbole in
rot bezeichneten Seiten und Winkel in Abbildung 10! Geben Sie die gesuchten Winkel
auch im BogenmaB an!

b a p 7.5
62° B 36° )
15 q

(a) (b)

Abbildung 10

Losungen:

"6688°0 & 466'0G ~ L '6089°0 ~ o10'6E ~ M
OLTV0 ~ o06°€C ~ P FGT' T~ 0199 ~ g ‘LT0T =71 'TF9'8 ~ a (p)
'T00°T & oZF LG ~ d '989G°() A ,8CTE & 0 ‘G601 ~ 4 ()
7€ 0T ~d '9LgT ~ b '6gv6'0 ~ ¥S = ¢ (q)
THOL ~Q TTET ~ D L88T 0 ~ o8¢ = ¢ (B)
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e Beweisen Sie (2.19) und (2.20)! Tipp: Sie miissen dazu nur ein gleichseitiges Dreieck
betrachten und den Satz von Pythagoras benutzen!
Weiterer Tipp:

iue (§¢) pun (€7) a1 uspusm pun
sejo8eyihd UOA S9z1eG Sop 9)|IH W SYOH SIp unu IS usuydaieg
JJNe UsuyI Ul U141 [SYUIAA SYDISAA X314 S8I|9YUIMIYDIDI ISMZ Ul
329194 981119sYd19|3 sep 139]49Z 3IG julIS SIUIJUSYOH SUuld 3IG usuydIv7

e Eine StraBe hat eine Steigung von 12%. Welchen Winkel bildet sie mit der Horizontalen?
Losung:

WSO R FEIT0 ~ (3T°0) uere = o

e Geben Sie (ohne elektronisches Hilfsmittel, auch ohne Blick in dieses Skiptum) die Vor-
zeichen von sin(220°), sin(2.58), cos(100°), cos(1.1), tan(130°) und tan(3.6) an!
Losung:

"SNUI\ WaUId W puduuiSaq ‘qe JOPUBUIS U[SSYIIM USYDISZIOA dl(]

e Driicken Sie sin(a + 180°) durch sin « aus!
Losung:

i(g8°¢) 9IS uszanuaq pun ©— yaunp © (9°¢) ul 3IG USZ19s.]
ous — = (081 + 0)us

e Argumentieren Sie mit Hilfe des Graphen der Cosinusfunktion und des Graphen der
Funktion = — x, dass die Gleichung cosx = x genau eine Losung besitzt!
Losung:

"Pjundiluydg usuld neussd uoiuNysnuIso)) Jop usydes) wsp Jw 1z31S9q 3IS
"1 Sansuy Hw Sunidsin usp ydunp Speust) a1p 1SI X <— X uoipun4 Jop ydeus) usQg

e Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie die in der , allgemeinen Sinusfunktion* (7.3)
vorkommenden Konstanten (Parameter) A, w und § den Graphen beeinflussen, legen
Sie in GeoGebra fiir jede dieser Konstanten einen Schieberegler an, geben Sie den Funk-
tionsterm ein und variieren Sie die Werte der Konstanten! Benutzen Sie diese Methode,
um sich die Graphen der Funktionen

anzusehen!
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e Benutzen Sie (10.7), um eine Formel aufzustellen, die cos(2a) durch sin« ausdriickt
und fiir beliebige Winkel gilt!
Losung:

v us g — 1 = (0g)s00

e Benutzen Sie (10.6), um eine Formel aufzustellen, die sin(2 «) durch sin« ausdriickt
und fiir alle Winkel zwischen —90° und 90° gilt!
Losung:

v uls — [ Avus g = (0g)urs

e Nehmen Sie einen Ausdruck von Abbildung 7 (oder zeichnen Sie die Graphen mit der
Hand nach) und ziehen Sie jene Teile der Graphen dick nach, die fiir die jeweilige Um-
kehrfunktion relevant sind! (Mit anderen Worten: Auf welche Definitionsmenge muss
beispielsweise die Sinusfunktion eingeschrankt werden, damit jede Gleichung der Form
sina = ¢ fiir ein ¢ zwischen —1 und 1 den Winkel av = asin(c) als einzige Losung
besitzt?) Diese Aufgabe ist wichtig, um zu verstehen, was ein Rechner ausgibt, wenn
eine Arcusfunktion ausgefiihrt wird!

Losung:
II ,I I, \I ‘I III
| | |I | |
I| \I | || I|
| 1 |
'. f | 17—
|II
- ) | -
. N
AN
\\\ ‘
\ N
14 4 z 14 ¥ z v,
7% e 7 T e~ ¥
T T T _."\\
\
\\ :
HERN i $00
!
A ~ :
uel/ 100 ‘uey/ 1100 ‘ue) 102 uey/ |300
| IIII I|
|I 'I 7Z I'I |
I| |I i III |I i I‘ II‘
! | b ' : Y | .

0100 ‘D ue) ‘D $00 ‘D uls
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e Von zwei Musikinstrumenten, von denen eines ein bisschen verstimmt ist, gehen Tone
mit leicht unterschiedlichen Frequenzen aus. Die beiden akustischen Signale ,, iiberlagern*
einander. Mathematisch gesprochen werden sie addiert, was durch die Funktion

s(t) = sin(9t) + sin(10¢)

modelliert wird. Zeichnen Sie den Graphen dieser Funktion (z.B. mit GeoGebra)! Wie
wiirden Sie beschreiben, was man hort?
Losung:

"|leudig sayainpowuspnidwe sejuueuss os uld
‘1I311JBA 9XJBISINET USSSIP ‘G'G Zuanbauysiaay| Jop UO| UdUIS 1OY UBA|
‘Fungamyog suld wn ydis 3japuey sJj

e Winkel (aber auch andere GréBen in Technik und Naturwissenschaft) werden oft mit
griechischen Buchstaben bezeichnet. Machen Sie sich mit dem griechischen Alphabet —
etwa mit Hilfe der Seite http://de.wikipedia.org/wiki/Griechisches_Alphabet — vertraut!
Sie sollten Symbole wie u, v, 1, ¢ (oder @), 6 (oder 9), ¢, &, n, (, x, ¥ oder II richtig
benennen und auch richtig schreiben kénnen!

e Legen Sie eine Formelsammlung mit den lhnen am wichtigsten erscheinenden Beziehun-
gen fiir Winkelfunktionen an! Sie wird lhnen in lhrem Studium gute Dienste leisten!

Weitere Moglichkeiten, Ihr Wissen iiber Winkelfunktionen und ihre Eigenschaften zu liberpriifen
und zu festigen, bieten zahlreiche Ressourcen im Web, unter anderem der Kacheltest
http://www.mathe-online.at/kacheltests/mit_winkelfunktionen_rechnen/.

Dieses Skriptum wurde erstellt im April 2015 im Rahmen des Projekts ,, Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen”
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 — 2023 unter Mitwirkung von
Harald Stockinger mehrmals korrigiert und tberarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter
http://www.mathe-online.at/skripten/.

Abbildung 6 ist der Darstellung im Skriptum Mathematik 1 von Thomas Sturm (Miinchen,
2009) nachempfunden und wurde im April 2020 eingefiigt.
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