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In diesem Skriptum werden das Konzept des Absolutbetrags einer reellen Zahl und
der Abstand von Zahlen als Absolutbetrag ihrer Differenz besprochen.

1 Absolutbetrag als ,,Abstand vom Nullpunkt*

Werden die reellen Zahlen geometrisch auf der Zahlengeraden dargestellt, so liegen die nega-
tiven Zahlen links vom Nullpunkt und die positiven Zahlen rechts vom Nullpunkt.
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Abbildung 1: Skizze der Zahlengeraden mit einigen ausgewahlten reellen Zahlenwerten.

Den Absolutbetrag (kurz Betrag) einer reellen Zahl kdénnen wir uns zunichst als ihren
Abstand vom Nullpunkt auf der Zahlengeraden vorstellen. Den Absolutbetrag einer reellen
Zahl = schreiben wir als |z|. Der Absolutbetrag von 0 ist gleich 0 (da der Nullpunkt den
Abstand 0 von sich selbst hat), d.h.

|0] = 0. (1.1)

Der Absolutbetrag von 5 ist gleich 5, d.h.
|5] = 5. (1.2)
Der Absolutbetrag von —5 ist ebenfalls gleich 5, d.h.
| — 5] =5. (1.3)

Der Absolutbetrag einer reellen Zahl kann niemals negativ sein, und die einzige reelle Zahl,
deren Absolutbetrag gleich O ist, ist O selbst. Fiir jede andere reelle Zahl gehen wir so vor: Ist
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x positiv, so ist der Absolutbetrag von x gleich . Ist x negativ, so hat z in der Darstellung
als Zahl ein negatives Vorzeichen, und um den Absolutbetrag zu erhalten, lassen wir dieses
einfach weg.

Auf diese Weise gibt uns der Absolutbetrag Auskunft dariiber, wie nahe eine reelle Zahl auf
der Zahlengeraden dem Nullpunkt ist, wobei uns egal ist, ob es sich um eine positive Zahl
(rechts vom Nullpunkt) oder um eine negative Zahl (links vom Nullpunkt) handelt.

2 Formale Definition

Die Formulierung ,,Vorzeichen weglassen® bei der Ermittlung des Absolutbetrags einer negati-
ven Zahl ist nicht sehr befriedigend. Um diese Vorgangsweise stattdessen durch die Grundrech-
nungsarten auszudriicken, bemerken wir, dass die , Gegenzahl“! einer positiven Zahl negativ
und die ,, Gegenzahl” einer negativen Zahl positiv ist. Daraus folgt, dass der Absolutbetrag
einer negativen Zahl x gleich —z ist:

Ist <0, soist || = —x. (2.1)

Lassen Sie sich vom Minuszeichen in dieser Aussage nicht verwirren! Der Absolutbetrag kann
nie negativ sein, auch nicht, wenn er in dieser Weise angeschrieben wird. Nehmen wir als
Beispiel fiir  die Zahl —5. lhre ,,Gegenzahl" ist —(—5), also gleich 5, und das ist auch der
Absolutbetrag von —5. Da in (2.1) vorausgesetzt ist, dass die Zahl = negativ ist, tragt sie in
der Darstellung als Zahl ein Minuszeichen, das in (2.1) nicht sichtbar ist! Fiir z = —5 konnen
wir (2.1) in der folgenden Weise anwenden:

Da —5 < 0 ist, gilt | — 5] = —(—=5) = 5. (2.2)

Um nun den Absolutbetrag x einer beliebigen reellen Zahl formal zu definieren, unterscheiden
wir die zwei Fille x > 0 und = < 0. Falls x > 0 ist, ist |z| gleich z. Falls x < 0 ist, ist |z|
gleich —x. Das schreiben wir in der folgenden Form an:

xr wennzxz >0
2] = { z (2.3)

—x wenn z < 0.
Damit ist der Absolutbetrag offiziell und in der gebiihrenden mathematischen Strenge definiert.

Die Definition (2.3) gilt auch dann, wenn x durch einen Ausdruck ersetzt wird, der seinerseits
reelle Werte annehmen kann. So gilt beispielsweise fiir jedes z € R

2x — 3 wenn 22 — 3 >0
|22 — 3| = - (2.4)
—(2x —3) wenn 2z —3 < 0.
Das kdnnen wir vereinfachen, indem wir (auch ohne viel Theorie) bedenken,
1 Fiir jede reelle Zahl z # 0 bezeichnen wir —z als ihre ,, Gegenzahl". —5 ist die , Gegenzahl* von 5, und 5

ist die ,, Gegenzahl“ von —5. Die Zahl 0 ist, wenn man so will, ihre eigene Gegenzahl. Siehe dazu das Skriptum
Rechengesetze fiir die Grundrechnungsarten.
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e dass —(2x — 3) = —2x + 3 ist,
e dass 2o — 3 > 0 genau dann gilt, wenn 2x > 3 und damit z > % ist
e und dass 2x — 3 < 0 genau dann gilt, wenn 2z < 3 und damit x < % ist.

Damit nimmt (2.4) die lbersichtlichere Form

2r—3 wenn zx >

122 — 3| = (2.5)

NW W

—2r+3 wennz <

an. Beim Losen bestimmter Typen von Gleichungen und Ungleichungen ist es hilfreich, die
Abfolge von Schritten

(2.3) [sich an die Definition des Absolutbetrags erinnern]
— (2.4) [die Definition auf einen Ausdruck anwenden]
— (2.5) [vereinfachen]

fliissig durchfiihren zu konnen.

3 Abstand als Absolutbetrag einer Differenz

Eine besonders wichtige Anwendung dieses Konzepts ergibt sich, wenn wir nach dem Abstand
zweier Zahlen auf der Zahlengeraden fragen. Seien also a und b zwei unterschiedliche reelle
Zahlen. lhr Abstand ist gleich der Differenz , groBere Zahl minus kleinere Zahl". Aber welche
ist die groBere, welche die kleinere Zahl? In manchen Fallen wissen wir das nicht oder wollen es
nicht voraussetzen. Wenn wir ¢ — b und b — a berechnen, so ist eine dieser beiden Differenzen
positiv und die andere negativ. Aber da sie sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, haben
sie den gleichen Absolutbetrag, und dieser ist gleich der positiven der beiden Differenzen. Damit
ist das Problem gel6st: Der gesuchte Abstand ist |a — b| (oder |b — a|, was das Gleiche ist)!

Der Abstand zweier Zahlen auf der Zahlengeraden ist daher gleich dem Absolutbetrag ihrer
Differenz, wobei es gleichgiiltig ist, welche der beiden Zahlen wir von welcher subtrahieren.
Betrachten wir ein Beispiel: Den Abstand der Zahlen —3 und 4 kdnnen wir entweder in der
Form

| =3 —4|=|-7=7 (3.1)
oder in der Form
[4—=(=3)[=1[7]=7 (32)
berechnen. Ein Blick auf eine Skizze der Zahlengeraden bestatigt dieses Ergebnis:
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Abbildung 2: Der Abstand der Zahlen —3 und 4 auf der Zahlengeraden ist gleich 7.

Das Konzept des Abstands von Zahlen ist insbesondere dann wichtig, wenn von zwei Zahlen
gesagt werden soll, dass sie nahe beieinander liegen (egal, welche von ihnen die groBere ist).
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Um beispielsweise auszudriicken, dass der Abstand der Zahlen x und y hochstens % betragt,
schreiben wir einfach

[z —y| < L

— 10
Ein anderes Beispiel: Die Menge aller reellen Zahlen z, deren Abstand von der Zahl 5 kleiner
als % ist, kann formal beschrieben werden als Menge aller x € R, die

(3.3)

1

erfiillen. Das sind genau jene Zahlen, fiir die g

schrieben, 4.5 < z < 5.5) gilt.

<z < 1—21 (oder, in Dezimaldarstellung ange-

Die Verwendung des Absolutbetrags erlaubt es, derartige Aussagen in kompakter Weise zu
formulieren, anzuschreiben, mit ihnen zu argumentieren und zu rechnen, ohne sich im Einzelnen
um die Vorzeichen kiimmern zu miissen, auf die es ohnehin nicht ankommt. Missen in einer
praktischen Anwendung viele Bedingungen vom Typ (3.3) oder (3.4) iiberpriift werden, so
konnen wir Computerprogramme anweisen, diese Dinge fiir uns zu erledigen, sofern wir ihnen
einmal beigebracht haben, wie sie den Absolutbetrag einer Zahl berechnen.

4 Rechengesetze und Eigenschaften

Zuletzt schreiben wir noch einige den Absolutbetrag betreffende Rechengesetze und Eigen-
schaften formal an. Fiir alle z,y € R gilt

[z yl = |z [y] (4.1)
und, sofern y # 0 ist,
x| |zl
Tl= 42
yl 1yl (#2)
Weiters gilt?
| — | = |=|. (4.3)

Ist x € R beliebig und @ € R nichtnegativ (also a > 0), so gilt
lax| = a|x|. (4.4)

(Beispielsweise gilt stets |2x| = 2|x|.) Weiters gilt fiir beliebige x,y € R die Dreiecksunglei-
chung
|z +y| < |z +[y]. (4.5)

2 Bitte machen Sie sich klar, dass die Formel | — x| = x nicht fiir alle reellen Zahlen z gilt! Sie gilt nur
dann, wenn x > 0 ist.
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Zuletzt noch ein kleiner Vorgriff auf den Wurzelbegriff®: Fiir beliebige » € R gilt
V2 = |z|. (4.6)

Der Absolutbetrag auf der rechten Seite ist hier ndtig, wenn x negativ ist. Fiir das Beispiel
x = —3 sieht das so aus: Es gilt (—3)% = 9, und die Wurzel aus 9 ist 3, was gleich dem Betrag
von —3 ist, kurz angeschrieben also: y/(—3)? = | — 3.

Dieses Skriptum wurde erstellt im April 2014 im Rahmen des Projekts ,, Entwicklung und
Durchfiihrung von QualitatssicherungsmaBnahmen in Briickenkursen®
(http://www.mathe-online.at/projekte/QualitaetssicherungBrueckenkurse.html), einer Kooperation
von mathe online (http://www.mathe-online.at/) mit der Fachhochschule Technikum Wien
(http://www.technikum-wien.at/). Es wurde in den Jahren 2015 — 2023 unter Mitwirkung von
Harald Stockinger mehrmals korrigiert und iiberarbeitet. Die Skripten-Seite finden Sie unter
http://www.mathe-online.at/skripten/.

3 Siehe dazu das Skriptum Waurzeln.
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